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Energia polaryzacji

Energia stanéw z przeniesieniem tadunku

Energia stanéw CT moze by¢ oszacowana przy pomocy wzoru

Mullikena
Ecr=1-A+C+P (1)

gdzie
| — A rbznica pomiedzy potencjatem jonizacji

i powinowactwem elektronowym

C energia oddziatywania kulombowskiego pary
fadunkéw

P energia polaryzacji krysztatu przez pare tadunkéw
(liczona wzgledem energii polaryzacji przez
nieoddziatujace tadunki)

Grzegorz Mazur Modyfikacja schematu SCPF obliczeri energii polaryzacji



Energia polaryzacji

Energia polaryzacji

Energia polaryzacji o$rodka
1
W= -3 > Enpin (2)
n

gdzie
[tn Wygenerowane momenty dipolowe

E, pole zewnetrzne
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Energia polaryzacji

Pole tadunkéow

Pole generowane przez uktad tadunkédw w punkcie r, wynosi

E, = Z Unmqm (3)
m
gdzie g, oznacza tadunek a tensor monopolowy Uy, dany jest
przez
e (4)
= fh—r
"M Areg " r=rm
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Energia polaryzacji

Momenty dipolowe

Generowany moment dipolowy opisany jest przez
tn = anFp (5)

gdzie pole lokalne w punkcie r, wynosi

Fn=Ep+ Z Tnn’Mn’ (6)
n’#n

a tensor dipolowy T, dany jest przez

1 1
Tnn’ = FGOVV\rn—r\r:r’,] (7)
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Energia polaryzacji

Sprzezenie

@ /bierajac to wszystko razem dostajemy uktad sprzezonych
réwnan
fn = anEp + ap Z Ton oy (8)
n’#n
@ Mozliwe podejscia
e Jawne rozprzegnigcie réwnan przez transformate Fouriera

(tylko dla uktadéw periodycznych)
e Zastosowanie metody typu samouzgodnionego pola
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Klasyczny schemat SCPF Algorytm
Analiza zbieznosci

Szkic algorytmu

@ Zaczynamy od jakichs$ (np zerowych) prébnych wartosci
momentéw dipolowych

@ Generujemy nowe momenty dipolowe zgodnie z
1
N() — anE _|_an Z Tnn,un’ ) (9)
/7,5"
@ Problem jest rozwigzany jezeli

(i+1)

it~ ) (10)
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Klasyczny schemat SCPF Algorytm
Analiza zbieznosci

Wektor btedu

Mamy metode iteracyjna

X(k)y = BX(k—l) +c (11)

Wektor btedu

e(k) = X(k) — X (12)

moéwi na ile i-ta iteracja jest r6zna od (doktadnego) rozwiazania

Ewolucja wektora btedu

€(k+1) = X(k+1) — K= BX(k) +c—x= Be(k) = Bie(o) (13)
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Klasyczny schemat SCPF Algorytm
Analiza zbieznosci

Warunek zbieznosci

Analiza spektralna

Oznaczajac przez ay wspétczynniki rozwinigcie ey w bazie
wektoréw wiasnych macierzy B otrzymujemy

e(k+1) = BIZakvk = Z)\};akvk (14)
k k

Metoda jest zbiezna jezeli

ml?x|/\k| <1 (15)

’
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Klasyczny schemat SCPF Algorytm
Analiza zbieznosci

Reality check

Tabela: Skrajne wartosci wtasne macierzy B dla klastra fullerenu
w zalezno$ci od rozmiaru klastra

Rozmiar klastra Amin Amax
3x3x3
5x5x5 1.02006632
TXTXT 1.03999486
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Klasyczny schemat SCPF Algorytm
Analiza zbieznosci

Wymuszanie zbieznosci

o Jezeli warunek max|Ax| < 1 nie jest spetniony, do uzbieznienia
konieczne jest stosowanie jakiego$ rodzaju dampingu
@ Polegac to moze na:

o Nieuaktualnianiu niektérych (losowych) elementéw w kolejnych
iteracjach

e Uzyciu do kolejnej iteracji kombinagji liniowej wynikéw
z biezacej i poprzednich iteracji (bezwtadno$¢)
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Klasyczny schemat SCPF Algorytm
Analiza zbieznosci

Oscylacje

0.0092 T T T T
poczatkowe iteracje +
rozwiazanie

0.009 4
0.0088 - 4
0.0086 - 4
0.0084 - b
0.0082 - 4

0.008 - B

0.0078 L L L
0.007 0.0075 0.008 0.0085 0.009 0.0095
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Klasyczny schemat SCPF Algorytm
Analiza zbieznosci

Whioski

@ SCPF nie zawsze jest procesem zbieznym
@ Stosowanie dampingu zwykle prowadzi do uzbieznienia

@ Oscylacje powoduja, ze liczba iteracji jest duza
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Czy da si¢ to zrobic lepiej?
Metoda najszybszego spadku
Metoda sprzezonych residuéw
Proponowana modyfikacja Symetryzacja macierzy wspoétczynnikéw
Metoda sprzezonych residuéw dla uktadéw symetrycznych
Koszt obliczeniowy

Szukajcie a znajdziecie

@ Szukamy metody, ktéra
o jest zbiezna
e nie popada w oscylacje
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Proponowana modyfikacja

Czy da si¢ to zrobic lepiej?

Metoda najszybszego spadku

Metoda sprzezonych residuéw

Symetryzacja macierzy wspoétczynnikéw

Metoda sprzezonych residuéw dla uktadéw symetrycznych
Koszt obliczeniowy

jcie a znajdziecie

@ Szukamy metody, ktéra
o jest zbiezna
e nie popada w oscylacje

o Gotowe rozwigzania do znalezienia w najblizszej dobrej ksigzce
do numerycznej algebry liniowej
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Czy da si¢ to zrobic lepiej?
Metoda najszybszego spadku
Metoda sprzezonych residuéw
Proponowana modyfikacja Symetryzacja macierzy wspoétczynnikéw
Metoda sprzezonych residuéw dla uktadéw symetrycznych
Koszt obliczeniowy

Residuum

@ Residuum
r=>b— Ax (16)

moéwi na ile ré6zny od doktadnego wynik daje wektor prébny

@ Na residuum mozna tez patrze¢ jak na wektor btedu
przetransformowany do przestrzeni rozwigzan

r = Ae (17)
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Czy da si¢ to zrobic lepiej?
Metoda najszybszego spadku
Metoda sprzezonych residuéw
Proponowana modyfikacja Symetryzacja macierzy wspoétczynnikéw
Metoda sprzezonych residuéw dla uktadéw symetrycznych
Koszt obliczeniowy

Prosta minimalizacja normy residuum |

Kierunek najszybszego spadku

V(r'r) = 2Ar (18)

Schemat iteracyjny

Ewolucja w kierunku najszybszego spadku normy residuum daje
schemat iteracyjny dla residuum

r(k+1) = r(k) - ozkAr(k) (19)

i wynikajacy z niego schemat dla wektoréw prébnych

X(k+1) = X(k) I Qe F (k) (20)
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Czy da si¢ to zrobic lepiej?
Metoda najszybszego spadku
Metoda sprzezonych residuéw
Proponowana modyfikacja Symetryzacja macierzy wspoétczynnikéw
Metoda sprzezonych residuéw dla uktadéw symetrycznych

Koszt obliczeniowy

Prosta minimalizacja normy residuum |l

Wyznaczenie parametru «

Przyréwnujac do zera pochodna

0
@r(£+1)f(k+1) = —2f(£)Ar(k) + 2O‘”(I)AAr(k) (21)

dostajemy wzér na warto$¢ parametru o w danej iteracji

rT Ar,
(k) (k) (22)

B r(Z)AAr(k)
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Czy da si¢ to zrobic lepiej?
Metoda najszybszego spadku
Metoda sprzezonych residuéw
Proponowana modyfikacja Symetryzacja macierzy wspoétczynnikéw
Metoda sprzezonych residuéw dla uktadéw symetrycznych

Koszt obliczeniowy

Prosta minimalizacja normy residuum Il

Ewolucja normy residuum

T T T
et fUert) = 00 = =7 2 <y (23)

@ Metoda powinna by¢ zbiezna dla nieosobliwych macierzy
wspdbtczynnikéw

@ Nic nie zapobiega oscylacjom
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Czy da si¢ to zrobic lepiej?
Metoda najszybszego spadku
Metoda sprzezonych residuéw
Proponowana modyfikacja Symetryzacja macierzy wspoétczynnikéw
Metoda sprzezonych residuéw dla uktadéw symetrycznych
Koszt obliczeniowy

Przestrzen Krytowa

Dla danego wektora x i macierzy A przestrzeh Krytowa Kk (A, x) to
podprzestrzen rozpieta przez dziatanie kolejnymi potegami
macierzy A na wektor x

Ki(A,x) = span{x, Ax, ..., Ak"1x} (24)
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Czy da si¢ to zrobic lepiej?
Metoda najszybszego spadku
Metoda sprzezonych residuéw
Proponowana modyfikacja Symetryzacja macierzy wspoétczynnikéw
Metoda sprzezonych residuéw dla uktadéw symetrycznych
Koszt obliczeniowy

Przestrzen Krytowa

Dla danego wektora x i macierzy A przestrzeh Krytowa Kk (A, x) to
podprzestrzen rozpieta przez dziatanie kolejnymi potegami
macierzy A na wektor x

Ki(A,x) = span{x, Ax, ..., Ak"1x} (24)

Mozna pokazaé, ze dla nieosobliwej macierzy A majacej s réznych
wartosci wtasnych

x=A"1b e K (A, b) (25)
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Czy da si¢ to zrobic lepiej?
Metoda najszybszego spadku
Metoda sprzezonych residuéw
Proponowana modyfikacja Symetryzacja macierzy wspoétczynnikéw
Metoda sprzezonych residuéw dla uktadéw symetrycznych
Koszt obliczeniowy

Ortogonalnos¢

Startujac z poczatkowym wektorem prébnym x(q), kolejne iteracje
X(k) generowane s3 w taki sposéb aby minimalizowac norme
residuum zgodnie z

Il = i lioy = (26)

Poniewaz r(g) jest rzutowane na AKk(A, r(p)), dla kazdego
residuum zachodzi

r(k) 1 AICk(A, r(o)) (27)
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Czy da si¢ to zrobic lepiej?
Metoda najszybszego spadku
Metoda sprzezonych residuéw
Proponowana modyfikacja Symetryzacja macierzy wspoétczynnikéw
Metoda sprzezonych residuéw dla uktadéw symetrycznych
Koszt obliczeniowy

Macierz wspotczynnikéw

Réwnania na momenty dipolowe moga by¢ przedstawione w postaci

A =b (28)

gdzie
/ —Q1 T12 coe —On Tln
—az T2 /
A = , _ . (29)
—anTin —anTon ... /
a1Eq
k>
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Czy da si¢ to zrobic lepiej?

Metoda najszybszego spadku

Metoda sprzezonych residuéw
Proponowana modyfikacja Symetryzacja macierzy wspoétczynnikéw

Metoda sprzezonych residuéw dla uktadéw symetrycznych
Koszt obliczeniowy

Nieosobliwy tensory polaryzowalnosci |

Jezeli wszystkie tensory polaryzowalnosci o; s3 odwracalne,
mozemy uktad réwnan (28) przeksztafci¢ do postaci

h
|

aAu = aE (31)
al_l —T1 ... —=Tip
—T12 a;l

(32)

_Tln —T2n Oéil

a; 0 ... 0
0 (%]

0 0 ... «ap
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Czy da si¢ to zrobic lepiej?
Metoda najszybszego spadku
Metoda sprzezonych residuéw
Proponowana modyfikacja Symetryzacja macierzy wspoétczynnikéw
Metoda sprzezonych residuéw dla uktadéw symetrycznych
Koszt obliczeniowy

Nieosobliwy tensory polaryzowalnosci Il

Dzieki tej transformacji momenty dipolowe mozemy obliczyé
rozwigzujac uktad réownan

Au=E (34)
zamiast orginalnego ukfadu (28)
Ap = aE (35)

Kluczowa réznica pomiedzy tymi postaciami polega na tym, ze
w przeciwienstwie do macierzy A, macierz A jest symetryczna.

Grzegorz Mazur Modyfikacja schematu SCPF obliczeri energii



Czy da si¢ to zrobic lepiej?
Metoda najszybszego spadku
Metoda sprzezonych residuéw
Proponowana modyfikacja Symetryzacja macierzy wspoétczynnikéw
Metoda sprzezonych residuéw dla uktadéw symetrycznych
Koszt obliczeniowy

Ogolny przypadek

W ogblnym przypadku konieczne jest przetransformowanie uktadu
réwnan (28) do uktadu osi gtéwnych tensoréw polaryzowalnosci.
Witedy

@ réwnania na (réwne zeru) sktadowe momentéw dipolowych
zwigzane z zerowymi sktadowymi polaryzowalnosci moga
zosta¢ wyeliminowane z rozwigzywanego ukfadu réwnan

@ pozostate réwnania moga zosta¢ sprowadzone do postaci
symetrycznej

Uwzglednienie osobliwych tensoréw polaryzowalnosci komplikuje
implementacje, ale nie zwieksza kosztu obliczeniowego.
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Czy da si¢ to zrobic lepiej?
Metoda najszybszego spadku
Metoda sprzezonych residuéw
Proponowana modyfikacja Symetryzacja macierzy wspoétczynnikéw
Metoda sprzezonych residuéw dla uktadéw symetrycznych
Koszt obliczeniowy

Rekurencja Lanczosa

@ Dla niesymetrycznej macierzy wspétczynnikéw rozbudowa
przesztrzeni Krytowa wymaga znajomosci wszystkich
dotychczasowych elementéw

o W przypadku macierzy symetrycznej istnieje prosta
trzyelementowa rekurencja pozwalajaca na rozbudowe
przestrzeni Krytowa bez trzymania wszystkich
dotychczasowych elementéw

Grzegorz Mazur Modyfikacja schematu SCPF obliczeri energii polaryzacji



Proponowana modyfikacja

Uproszczony szkic algorytmu

Czy da si¢ to zrobic lepiej?

Metoda najszybszego spadku

Metoda sprzezonych residuéw

Symetryzacja macierzy wspoétczynnikéw

Metoda sprzezonych residuéw dla uktadéw symetrycznych
Koszt obliczeniowy

Vio) = o) Wo) = Av(o) %0 = ri0)AArg) (36)
5, = W(-I/;) W(k) (37)

Wk = Ok/d) (38)

X(k1) = Xk T WkV(k) (39)
Mk+1) = T(k) — WkW(k) (40)

Ski1 = g AAT s (41)

Y = —Oky1/0k (42)

Vik+1) = T(kt1) — YeVik) (43)
Wikt1) = Al — VoW (44)
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Czy da si¢ to zrobic lepiej?
Metoda najszybszego spadku
Metoda sprzezonych residuéw
Proponowana modyfikacja Symetryzacja macierzy wspoétczynnikéw
Metoda sprzezonych residuéw dla uktadéw symetrycznych
Koszt obliczeniowy

Implementacja

@ Algorytm w przedstawionej postaci nie jest numerycznie
stabilny

e MINRES: matematycznie réwnowazny i numerycznie stabilny
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Czy da si¢ to zrobic lepiej?
Metoda najszybszego spadku
Metoda sprzezonych residuéw
Proponowana modyfikacja Symetryzacja macierzy wspoétczynnikéw
Metoda sprzezonych residuéw dla uktadéw symetrycznych
Koszt obliczeniowy

Analiza zbieznosci

o Jezeli zatozymy ze
e macierz wspdtczynnikdéw jest nieosobliwa
e obliczenia s3 wykonywane w doktadnej arytmetyce
metoda sprzezonych residuéw powinna by¢ zbiezna w co
najwyzej n krokach, gdzie n jest rozmiarem rozwigzywanego
uktadu
@ Zwykle zbiezno$¢ jest o wiele lepsza. Konkretnie, dla
wskaznika uwarunkowania k macierzy A wynoszacego

min ||
— MminiAl 4
" max |A| (45)
zachodzi )

Iroyll ~ \1+ k&
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Czy da si¢ to zrobic lepiej?
Metoda najszybszego spadku
Metoda sprzezonych residuéw
Proponowana modyfikacja Symetryzacja macierzy wspoétczynnikéw
Metoda sprzezonych residuéw dla uktadéw symetrycznych

Koszt obliczeniowy

Poréwnanie kosztu omawianych metod

Tabela: Liczba operacji na iteracje

Metoda  Mv dot axpy

SCPF 1 0 1
MINRES 1 2 5

Tabela: Oszacowanie wzglednej zmiany normy residuum z liczba iteracji

Metoda  Liczba iteracji

SCPF kp(B)X
k
MINRES  (13Y)

Grzegorz Mazur Modyfikacja schematu SCPF obliczeri energii polaryzacji



Fulleren
Wyniki

Poréwnanie zbieznosci energii

Tabela: Liczba iteracji konieczna do uzbieznienia energii polaryzacji
klastra fullerenu w zalezno$ci od rozmiaru klastra

Rozmiar klastra SCPF SCPF (damping=0.05) MINRES

3x3x3 302 92 12
5x5x5 - 153 14
TXTxT - 208 13
9x9x9 - 230 13
11x11x11 - 246 13
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Fulleren

Wyniki

Poréwnanie zbieznosci energii

Klaster fullerenu (5x5x5 komorek elementarnych)
-0.005 | T T T T T T T

SCPF (damping) —
‘ MINRES
001 | 1
-0.015
-0.02
-0.025

-0.03

Energia polaryzacji [au]

-0.035

-0.04
-0.045
-0.05 | 1 1 L L 1 | | |
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Iteracja
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Fulleren
Wyniki

Poréwnanie zbieznosci momentéw dipolowych

Klaster fullerenu (5x5x5 komorek elementarnych)
0.12 T T T T

T T

" SCPF (damping) —
MINRES

= 0.08 fr /‘ “ | 1
g ‘\ ‘\} ] T \
] Hnnr T
°-°6Mw;\;\1\ iy ‘
: J\, I ‘H\H”\f\\sl“‘/‘“\\/AV\A/WW\'”NV\W
= 04 I \{ \/ j \/ 1
| A
i
I
0.02 | 4
|
0 I5 1'0 1‘5 2'0 2'5 :;0 3'5 4'0 4'5 50

Iteracja
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Podsumowanie

Whioski

@ Zastosowanie algorytmu MINRES w schemacie SCPF:
e pozwala uniknaé probleméw ze zbiezno$cia
e zmniejsza liczbe iteracji o rzad wielkosci
@ Ztozono$¢ obliczeniowa pojedynczej iteracji w obu
podejéciach, zaréwno formalna jak i praktyczna, jest taka
sama. W rezultacie ograniczenie liczby iteracji bezposrednio
przektada sie¢ na skrécenie czasu obliczen
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