3.1 Wzor Taylora.

Przypomnijmy tu znany wzor Taylora ze wzgledu na jego wykorzystanie w zagadnieniach
interpolacji, rézniczkowania i catkowania numerycznego.

Jesli funkcja f'1 jej pierwszych n+1 pochodnych jest ciagtych w przedziale domknigtym [a,b],
to dla dowolnych punktéw X 1ix+ h zprzedzialu [a,b] zachodzi

Fath) = z O+ (h" A

gdzie punkt ¢ lezy pomlqdzy xax+h.

W powyzszym wzorze /) oznacza i-ta pochodna funkeji f;

Analogiczne twierdzenie mamy dla funkcji dwu zmiennych.

Jesli funkcja f oraz wszystkie jej pochodne czastkowe az do rzedu n+1 sa ciagle w pewnym

domknigtym prostokacie na plaszczyznie a punkty (x, y) oraz (x + h, y + k) leza w tym
prostokacie, to

fthy+b =Y [hi jf( )+

=i\ ox

n+l
[thiJ P+ Gh,y +60)
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(n +1)' dy
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Operatory | & 9 +k 4 dziataja nastgpujaco:
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0 d

ha”{@ Sx,y)=f(x,)
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h0x+k6y Sx,y)= [ +k6 J( ,Y)

0, dY O O di S
hax+kay f(x,y) = [h o +2hkaxay k o J(x 7)

(funkcja 1 pochodne po prawej stronie obliczane sa w punkcie (x, »)).
3.2 Schemat réznicowy.

W dalszych rozwazaniach pomocna bedzie niejednokrotnie tabela kolejnych rdznic
elementéw danego ciagu uporzadkowana w okreslony sposob:

Yo
Ay,
V1 Azyo
Ay, A3)’o
» Ny, Ay,
Ay, Ny,
V3 A2y2
Ay3

Ya



Kolejne kolumny tego schematu otrzymujemy przez kolejne odejmowania, np. Ayy = y1 — yo,
Ay =y2 =y, Azyo = Ay, — Ay, itd.

Na przyktad, dla ciagu liczb y = {1,0,1,0,0,1} dostajemy schemat

¥ Ay Ny Ny Ay Ny

1
-1
0 2
1 -4
1 -2 7
-1 3 -10
0 1 -3
0 0
0 1
1
1

Schematy tego typu pomocne sa w obliczeniach wykonywanych ,,r¢cznie”, ale tez przy
programowaniu systematycznego obliczania pewnych wyrazen.

3.3 Interpolacja. Interpolacja wielomianowa.

Zajmowac si¢ bedziemy teraz zagadnieniem interpolacji, tzn. dobrania takiej funkcji g, ze dla
zadanych punktow (x;, y;) jest g(x;) = yi. Jesli punkty y; sa wartosciami pewnej funkcji f, to
méwimy, ze g interpoluje funkcje f. Interpolacje stosujemy do dopasowania funkcji do tabeli
punktéw (np. uzyskanych z do§wiadczenia), ale takze, aby przyblizy¢ funkcje ,,niewygodna”
w zastosowaniach (np. kosztowna w obliczaniu) inna, dogodniejsza.

Sprecyzujmy jeszcze, ze czg¢sto mowimy o interpolacji, jesli wartosci funkcji interpolujace;j
obliczamy wewnatrz przedzialu wyznaczonego przez punkty x; natomiast wyznaczanie
wartosci tej funkcji na zewnatrz tego przedzialu to ekstrapolacja (i jest to zadanie na ogdt
bardzo karkotomne).

Szczegblne znaczenie ma interpolacja wielomianami i nig si¢ bedziemy zajmowac. Zadanie,
ktére chcemy rozwiaza¢ jest nastgpujace: dane jest nt+l punktow x; (zwanych wezlami
interpolacji) 1 wartosci y; w tych punktach. Chcemy znalezé wielomian p mozliwie
najnizszego stopnia, taki ze

px)=y;dlai=0, .., n

Jesli liczby x; sa parami rozne, to istnieje dokladnie jeden wielomian stopnia co najwyzej n
spetniajacy powyzszy warunek.

Wielomianu takiego mozna szukaé w postaci
Pir(X) =cy e (x—xp) to e (x—x ) x—x)...(x —x, )
Jest to wzor interpolacyjny Newtona. W bardziej zwartej postaci zapisuje si¢ go nastgpujaco

P =[x,



Wspotczynniki w powyzszym wzorze da si¢ wyrazi¢ przez tzw. ilorazy roznicowe:
ck = flxo, X1, «.p Xz

Jxil = fox) = yi, fIxy,x,] :—f(x)lc):){(xo)

llorazy wyzszych rzedéw wyznacza si¢ rekurencyjnie:
SIX s Xiinee s X 1= FIX X 0o X, ]

JIX X s s Xy X, 1 = .
X =X

Wystarcza do tego znajomos¢ weztdw x; oraz wartosci y; (czyli fx;]). Najprosciej tworzy¢
odpowiednig tabelg:

Xo S1xol
Sf1xo, x1]
X1 Sx1] SIxo, x1, X2]
Sx1, x2] S1xo, X1, X2, X3]
X2 Sx2] Sx1, x2, x3]
Sx2, x3]
X3 f[X3]

Wspotczynniki wielomianu w tabeli zostaly pogrubione.

Inna posta¢ wielomianu interpolacyjnego zadana jest wzorem interpolacyjnym Lagrange’a.

P =Y ()

We wzorze tym [; sa wielomianami zaleznymi jedynie od we¢zidéw x; , ale nie od wartosci y; w
tych weztach. Zadane sa wzorem
L= [ L
j=0,5# X; —X;
Poniewaz wielomian interpolacyjny okreslony jest jednoznacznie, oba wzory okres$laja ten
sam wielomian (cho¢ zauwazenie tego wymaga pracy przy przeksztatceniach).

Inng metoda znalezienia wielomianu jest poszukiwanie wspotczynnikow przy kolejnych
potegach x
px)=ap+ax+ .. +ax"

Prowadzi to do uktadu n+1 rownan liniowych:

n

I x, - x5 @ Yo
n

I x - x'|a|_|W
n

1 xn xn an yn

Macierz tego uktadu nazywana jest macierza Vandermonde’a. Szukane wspétczynniki mozna
znalez¢ rozwiazujac uktad. Nie jest to jednak metoda zalecana.



3.4 Zjawisko Rungego.

Wydawac by si¢ moglo, iz im ggsciej rozmieszczone sq wezty interpolacji, tym lepszy bedzie
jej efekt. Otoz okazuje sig, ze nie jest to prawda. Przy réwnoodlegtych weztach obserwuje sig
czesto oscylacyjne zachowanie funkcji interpolujacej na krancach przedziatu, w ktéorym
prowadzi si¢ interpolacj¢. Oscylacje te narastaja wraz ze zwigkszaniem liczby weztow. Jest to
tzw. zjawisko Rungego, a klasycznym przyktadem jest interpolacja funkcji

1

1+25x°
réwno rozmieszczonymi weztami w przedziale [-1,1] (patrz ¢wiczenia).

Jesli istnieje mozliwos$¢ doboru weztdw, to w przedziale [-1,1] powinno si¢ wybiera¢ wezty
zadane wzorem

X; :cos(zjzlzlﬂj, j=1,...k

Wezly te sa zerami wielomianu Czebyszewa odpowiedniego stopnia (patrz dalej) 1 nazywa sig
je weztami Czebyszewa. Ich uzycie pozwala znacznie zredukowaé wystgpowanie zjawiska
Rungego. Wezly Czebyszewa sa weztami optymalnymi do interpolacji w przedziale [-1,1].

W przypadku przedziatu innego niz [-1,1] mozna wykona¢ odpowiednie podstawienie: np.
jeslix U [-1,1] to podstawiajac ¢ = Ya(a + b) + Ya(b — a)x otrzymujemy ¢ [l [a, b].

Gdy nie ma mozliwo$ci wyboru weztdw, mozna rozwazy¢ interpolacjg funkcjami sklejanymi
lub zastosowanie aproksymacji (patrz dalsze podrozdziaty).

3.5 Wzory interpolacyjne dla réwnoodleglych wezlow.

W interpolacji niekoniecznie interesuje nas posta¢ wielomianu interpolacyjnego. Czgsto
chcemy tylko na podstawie wartosci funkcji w weztach znalezé jej wartosci pomigdzy
weztami. Oczywiscie, jesli znajdziemy wielomian interpolacyjny, to tatwo obliczymy jego
warto$ci dla zadanych punktoéw. Mozna je jednak obliczy¢ bez znajdowania wielomianu.

W takim przypadku czgsto mamy do czynienia z interpolacja w rowno rozmieszczonych
weztach. Jesli kolejne wezty sa odlegte o 4:

X;=xo+ih
to mozna pokazaé, ze zachodzi wzor interpolacyjny Newtona dla weztow rownoodleglych:

_ S i PO=D L (p=J+D) it ey o P(P D). (p—m)
f(x0+ph)—fo+zAfo I +h f( '(§) (m+1)!

j=1

Potrzebne warto$ci f; obliczamy ze schematu réznicowego typu:

X2 f-z
Af,
X1 f-1 N 2
Of, Nf,
X0 ﬁ) Az -1 A4 2
by Nf,
X1 ﬁ Az 0
O

X2 ﬁ



(Punkt, w ktérym chcemy wyznaczy¢ wartos¢ funkcji znajduje si¢ migdzy xo a x;.)
Potrzebne wspodtczynniki w tym schemacie znajduja si¢ na przekatnej. Mozna tez utworzyc¢
wzory korzystajace z rdznic znajdujacych si¢ na tym samym poziomie co fy i f, np.

f(x, +ph) = f, +%Af0 +p(p—'_l)A2f_l L@+Dp(p -1 Nf, o+

21 3!
L +1)p(p4'-1)(p—2)A4f_2 L
lub .
Fe + o= fy+ Loy, + PEZD g g, o EZXD 2 g
L +1)p(p4'-1)(p -2)A4f_1 .

Sa to wzory Newtona-Gaussa.
3.6 Interpolacja odwrotna.

Interpolacje odwrotna stosujemy przy rozwiazaniu nastgpujacego problemu: mamy tablice
wartosci funkeji f{x), chcemy rozwigza¢ rownanie f(x) = ¢, ¢ jest pomigdzy f(xo) a fix;) dla
pewnych xy 1 x; w naszej tablicy.

Najzupetniej ogolnie majac tablicg wartosci x; 1 f(x;) = ); mozemy przestawi¢ kolumny i
potraktowac je jako tablicg y; 1 g(v;) = x; gdzie g jest funkcja odwrotna do £ Metoda opisana
w 3.3 wyznaczamy teraz wielomian interpolacyjny dla g, po czym mozemy obliczy¢ jego
wartos¢ g(c).

Jesli punkty x; w tablicy sa réwnoodlegte o warto$¢ 4 (jak to czgsto ma miejsce np. gdy
korzystamy z tablic matematycznych), to mozemy postapi¢ inaczej. Korzystamy ze wzoru
interpolacyjnego dla punktéw réwnoodlegtych, np. wzoru interpolacyjnego Newtona z 3.5.
Niech nasze szukane x spetnia

X =Xxo+ ph

Mamy wtedy
¢ = f(x,+ph) = fo + pbfy +5p(p ~ DA fy + s p(p~D(p — 2D f, +...
Po przeksztatceniu mozemy przepisac tg zalezno$¢ w postaci

p=9(p),
gdzie
1
#(p) = E(c - fy =1 p(p=DE S, =L p(p=D(p-2Bf, -...)
0
Roéwnanie to rozwiazujemy iteracyjnie jako pierwsze przyblizenie przyjmujac
c—
Py = /s
bf,

a nastgpnie obliczajac kolejne przyblizenia
P =9(piy).



3.7 Interpolacja funkcjami sklejanymi.

Zat6zmy, ze mamy n+1 weztdw x, x1, ..., x, uporzadkowanych w kolejnosci xo <x; < ... <x,.
Funkcjg sklejana stopnia k£ nazywamy taka funkcje¢ S, ktora w kazdym z przedziatow [x;, x;+1]
jest wielomianem stopnia co najwyzej k oraz ma ciagla (k-1) pochodna w [xo, x,]. Innymi
stowy funkcj¢ S sklejamy na granicach przedziatéw z wielomianéw odpowiedniego stopnia
dbajac o ciagto$¢ odpowiedniej pochodne;.

Szczegolnie czesto uzywane sa funkcje sklejane stopnia trzeciego (szescienne). Szukamy
zatem takiej funkcji, ktora w kazdym z przedziatow jest wielomianem stopnia trzeciego, jest
ciagla i ma ciagla pierwsza i druga pochodna.

Mamy n przedziatdw, czyli potrzebujemy znalez¢é n wielomiandw stopnia 3 — razem 4n
wspotczynnikdw. S; to wielomian interpolujacy w przedziale [x;, x;+1].
Ciaglosc¢ funkcji w n-1 punktach sklejenia oznacza
Si_l(x,») =Vi= S,'(Xi) dlai= 1, ceny n-1
Mamy stad 2n — 2 warunkoéw na wspotczynniki.
Nastegpne 2 dostajemy z warto$ci funkcji w skrajnych punktach:
S1(x0) = yo oraz Sy(Xp+1) = Yn+1.
Ciaglos¢ pierwszej pochodnej w punktach sklejenia
S’i-l(xi) = S’l-(xl-) i= 1, e N -1
daje kolejnych n —1 warunkoéw 1 tyle samo dostajemy z ciagtosci drugiej pochodnej
SV =8"x) i=1,..,n-1
Razem mamy 4n — 2 warunki. Poniewaz jest 4n wspotczynnikoOw, oznacza to 2 stopnie
swobody przy ich wyznaczaniu. Jednym ze sposobow ich wykorzystania jest przyjgcie, ze
druga pochodna w skrajnych punktach jest rowna 0
S71(x0) = S u(xnr1) =0
Daje to tzw. naturalne funkcje sklejane.

Wartosci wspotczynnikow daje si¢ wyznaczy¢ z pewnego ukladu réwnan liniowych
wynikajacego z powyzszych warunkow.

Funkcje sklejane pozwalaja dopasowa¢ gladka krzywa do punktéw interpolacji, stad ich
angielska nazwa splines (cubic splines dla funkcji sklejanych sze$ciennych) pochodzaca od
spline — amerykanskiego krzywika dajacego si¢ wyginac.

3.8 Aproksymacja sredniokwadratowa wielomianami ortogonalnymi.

W rozdziale 1.1 wprowadziliSmy pojgcie przestrzeni liniowej z iloczynem skalarnym. Otoz
przestrzen taka tworza funkcje ciagle w pewnym przedziale [a, b] a iloczyn skalarny dwu
funkcji /1 g okreslony jest nastepujaco

(f>8) = [ f(D)grywx)dx,

w(x) jest funkcja wagowa. Dwie funkcje /1 g sa ortogonalne, jesli (f,g) = 0.
[loczyn skalarny okres$la normeg euklidesowa

0=\

Zadanie aproksymacji sredniokwadratowej jest nastgpujace.
Chcemy przyblizy¢ funkcje f ciagta w przedziale (a,b) jako kombinacje liniowa



£ = Yeb®

n +1 danych funkcji ¢o, @1, ..., @, Wspolczynniki dobieramy tak, aby wazona norma
cuklidesowa bledu /' — fbyla jak najmniejsza, tzn. by wyrazenie

I =1 =7 0 - ref wax

byto jak najmniejsze.

Jesli funkcje ¢; sa liniowo niezalezne, to zadanie aproksymacji Sredniokwadratowej ma
jedyne rozwiazanie

f* = zc:¢i H
i=0
a jego wspotczynniki spetniaja rownania normalne:
Z(¢[:¢_/)c; = (fa¢j) Jj=0,..,n
i=0

Jesli funkcje @; tworza uktad ortogonalny, to obliczenie wspotczynnikow sig¢ upraszcza. Dane
sa one wtedy wzorami

c -U.9) , i=0,..,n

(6.9,

Bardzo wazne w aproksymacji S$redniokwadratowej sa zatem rodziny wielomianow
ortogonalnych.
Prawdopodobnie najwazniejsze z nich sa wielomiany Czebyszewa okreslone w [-1,1]
wzorem

T,(x) = cos(n arc cos x)

Dla poczatkowych 7 sa to:
Tox)=1, Ti(x)=x, D) =2x"-1, Tx)=4-3x, Ty(x)=8" -8’ +1

Wielomiany Czebyszewa spetniaja wzor rekurencyjny
T ()(x) =1

Ti(x)=x
Tor1(x) = 2xT(x) — T, 1(x)

Sa one ortogonalne dla iloczynu skalarnego z waga (1 —x”) *:

(f8) = [ (D)) =-x")""dx

0 (i # )
(T,,T)={im  (i=j#0)
T (i=j=0)

Wielomian 7}, na n zer w [-1,1] danych wzorem



2i+1 71
X; =Co0s 5
n

i=0,..,n-1

Jak juz wspomniano, zera wielomianow Czebyszewa wyznaczaja optymalne wezly dla
interpolacji wielomianowej w [—1,1].

W aproksymacji $redniokwadratowej w [-1,1] z funkcja wagowa w(x) = 1 uzywa si¢
wielomianow Legendre’a okreslonych wzorem

1 d"

2"n! dx”
Spetniaja one wzor rekurencyjny:

=1,  F(x= (x* =1’

P(x) =1
P(x)=x
2n+1 n
P = P -——P
n+l (x) n+1 X n(x) I’l+1 n-1 (x)

Dla poczatkowych n sa to
PR=1, R®=x, P=1Gx>-1), Px) =15 -3,

Wielomiany Legendre’a sa w [—1,1] ortogonalne z waga réwna 1, czyli dla iloczynu
skalarnego

(f-8) = [ f(0)g(x)dx

0 (%))
(EaP/): 2 = 7\
TP )

3.9 Rozniczkowanie numeryczne.

Zastanowmy si¢, jak znajac wartos$ci funkcji f w réznych punktach znalez¢ warto$¢ jej
pochodnych w zadanym punkcie.

Dla pierwszej pochodnej oszacowanie mozemy uzyskac¢ z ilorazu réoznicowego uzytego w jej
definicji:

me=%U@+M—fuﬂ

Mozemy zapytaé, jaki jest blad tego oszacowania. Uzyskamy go z wzoru Taylora. Jesli f°(x)
jest ciaglta w [x, x + h] a f’(x) istnieje w (x, x + /) to

Jx+h) = f(x)+hf'(x) +%h2f"(<‘),

punkt ¢ lezy migdzy x a x+h.
Stad

f%ﬂ=%£ﬂx+m—fﬁﬂ—%wmﬁl



W powyzszym wzorze skladnik [f{x + &) — f(x)]/h to przyblizenie pochodnej, ktore
uzyskalismy juz wyzej a —hf”’(€)/2 to jego btad. W powyzszym przyktadzie btad ten zalezy od
h w pierwszej potedze, zatem im mniejsze s, tym lepsze oszacowanie (jednak tylko do
pewnego momentu, bo dla zbyt matych 4 zaczna odgrywac¢ role bledy numeryczne przy
obliczaniu r6znicy).

Chcieliby$smy znalez¢ wzory, w ktorych btad zalezy od # w mozliwie wysokiej potedze, gdyz
wtedy zmniejszajac / dostajemy szybka redukcje biedu.

Skorzystajmy ponownie z wzoru Taylora, z ktorego mamy

FHh) = f(2)+hf(x) +%h2f”(x) +%h3f“) &)

FG=h)= £ =B )+ ) = B O ED
Odejmujac stronami 1 dzielac przez 2 mamy
f(X)——[f(x+h) fx=m]- h fOE)+ ]

przy czym &; i E, znajdujq si¢ w przed21ale (x — h, x + h). Przy zalozeniu, ze trzecia pochodna
funkeji f jest ciagta w tym przedziale istnieje w nim takie &, ze /2)(&) = [/A(&) + ()12 i
mamy

f'(x)= [f(x th) = f(x=m]- hzf(” ($)
Otrzymalismy zatem wzor na f’(x), w ktorym btad zalezy od & w drugiej potedze.

Analogiczna metodq mozna uzyska¢ wzér na numeryczne obliczanie drugiej pochodne;j:
ANCY) ——[f(x h) - 2f(X)+f(x+h)]— S h AN

(z bledem zaleznym od /%) lub

fM'(x)= 12h2 [—f(x=2h)+16f(x—h)=30f(x)+16f(x+h)— f(x+2h)],

dla ktorego btad zalezy od A*. Ten drugi wzor mozna otrzymaé z pierwszego metoda
ekstrapolacji opisana nizej.

3.10 Ekstrapolacja Richardsona

Procedura ekstrapolacji stuzy do eliminowania kolejnych skladnikéw biedu poprzez
odejmowanie wartosci obliczonych dla zmienionego 4.
Z wzoru Taylora

farn =3l i e = S O

Po odjeciu tych réwnan stronami mozemy wyzerowac wszystkie sktadniki z parzystymi
potegami k 1 dostaé przyblizenie pierwszej pochodnej

f(X)——[f(x+h) fE=m=— O =k T () +...

Oznaczajac F pierwsza pochodna a @(h) jej przybhzenle [f(x + h) — fix — h)]/2h otrzymujemy
F=@¢(h)+a,h’ +a,h* +ah’® +
Dla matych / najwickszym sktadnikiem bledu jest ash’.



Obliczmy przyblizenie pochodnej dla #/2. Mamy wtedy
F=¢h/2)+a,h’/d4+a,h* /16 +a,h’/64+...
Jesli to rbwnanie pomnozymy stronami przez 4 i odejmiemy od niego poprzednie (dla kroku
h), otrzymamy
3F =4¢(h/2)—@(h)=3a,h* /4=15a.h° /16 +...
po podzieleniu przez 3 otrzymujemy ostatecznie

F :§¢(h/2)—%¢(h)—a4h4 /4=5ah°16+...

Obliczajac zatem przyblizenie pochodnej dla 4 oraz 4/2 a nastgpnie biorac ich roznicg z
odpowiednimi wspotczynnikami dostajemy przyblizenie, w ktorym btad zalezy od 7 w
potedze czwartej 1 wyzszych.

Nic nie stoi na przeszkodzie, aby tym sposobem wyeliminowaé czton z A*. Oznaczmy

4 1
wh =§¢(h/2) —§¢(h)
Obliczajac teraz (Ah/2), mnozac i odejmujac rownania dostaniemy
16 1
F=—h!2)——@yh)—bh®/20—-...
T Yh/2) - 5 Y(h) = b,
Nastepnie mozemy oznaczy¢
16 1
Oh)=—wh/2)——¢h
(h) T W(hl2) T w(h
1 analogicznym sposobem dostaniemy

_64 1 1 8
F 3 O(h/2) 3 O(h) ” ch” —...
Wyeliminowalismy juz wszystkie czlony z & w potggach nizszych niz 8.
Metoda ta to ekstrapolacja Richardsona. Poniewaz rozumowanie nie zalezy od tego, czym sa
F oraz ¢(h), wiec metoda stosuje si¢ nie tylko do numerycznego obliczania piewrszej
pochodnej, ale tez w innych przypadkach.

W systematycznym jej stosowaniu pomocne sg nast¢pujace wzory opisujace metode.
Jesli chcemy wykonac jej N krokow, to zaczynajac od pewnego /4 obliczamy wielkosci:
F(n,0)=@h/2") dlan=0,..,N
Nastepnie dla danego n obliczamy rekurencyjne dla k=1, ..., n:
Fnk) = F(nk -1y + £k _1)4_,(F(1” ~Lk-D)
W efekcie otrzymujemy trojkatna tablicg z kolejnymi przyblizeniami szukanej wielkosci F.
F(0,0)
F(1,0)  F(I)
F2,0) FQ)1) F(22

F(N,0) F(N,)) F(N,2) -+ F(N,N)

Podobnym sposobem mozna poprawia¢ oszacowanie wielko$ci danych wzorem innym niz

P(h).



3.11 Pewne zastosowania rézniczkowania numerycznego w chemii kwantowej.

Rézniczkowanie numeryczne uzywa si¢ w chemii kwantowej do obliczania pochodnych
energii uktadu, kiedy nie sa dostgpne (dla danej metody, lub w danym programie) analityczne
wyrazenia na pochodne.

W szczegolnosci pierwsze pochodne energii potencjalnej uktadu V' po wspotrzednych atoméw
x; (indeks i numeruje wspotrzedne i atomy) (0V/0x;) sluza do obliczania gradientow przy
optymalizacji geometrii. Z kolei po znalezieniu minimum energii ukladu mozna obliczajac
drugie pochodne energii potencjalnej wyznaczy¢ state sitowe dla drgan harmonicznych, co
wynika z rozwinigcia energii w szereg Taylora 1 obcigciu go na cztonach kwadratowych:

V(R +x):V(R)+lZ oy X, X
’ ’ 247 Ox;0y, R i

Ry oznacza wspotrzedne atoméw w minimum energii a X wektor wychylen z tego minimum.
Numeryczne obliczanie pochodnych wymaga tu wychylania o mata wielko$¢ poszczegdlnych
atomow z polozenia rownowagi w 3 niezaleznych kierunkach.

Pochodne energii po sktadowych pola elektrycznego wykorzystuje si¢ w obliczaniu wielkosci
charakteryzujacych elektryczne wlasnosci czasteczek. Jesli bowiem energi¢ czasteczki E
rozwiniemy w szereg wzgledem niezbyt mocnego zewngtrznego pola elektrycznego F
(oznaczenie F stosujemy, aby unikna¢ pomylenia pola z energia), to otrzymamy

OFE 1 0’E
E(F):E(0)+Z(—] Fi+—2[ ] FF +
7\oF, )., ' 27\oFeF, )

i

Pierwsza pochodna energii z przeciwnym znakiem daje odpowiednia sktadowa trwatego
momentu dipolowego czasteczki

P (G_E]
R,

natomiast drugie pochodne energii ze zmienionym znakiem to skltadowe tensora
polaryzowalno$ci czasteczki

_ [ o
a,. =—
7~ | oror,
F=0

z drugiej strony mozna je tez otrzymac jako pierwsze pochodne sktadowych momentu
dipolowego po polu:

o =| %
F=0

J
Mamy stad znany wzor na zmiang energii czasteczki w polu elektrycznym
E(F)=E(0)—pF —%FaF ...

Obliczenia prowadzi si¢ tzw. metoda skonczonego pola obliczajac energi¢ czasteczki w
stabym zewngtrznym polu i bez pola a nastgpnie wyznaczajac odpowiednia wielko$¢ przez
rézniczkowanie numeryczne. Jakkolwiek mozna w ten sposéb obliczy¢ moment dipolowy,
nie robi si¢ tego, gdyz majac w wyniku obliczen polozenia jader atomowych i rozktad
gestosci elektronowej mozna moment dipolowy wyznaczy¢ wprost.

Polaryzowalno$¢ w metodzie skonczonego pola mozna uzyska¢ z drugiej pochodnej energii
albo jako pierwsza pochodna momentu dipolowego. Nalezy pamigtac, ze ze wzgledu na



tensorowy charakter tej wielkosci w ogolnym przypadku musimy przyktada¢ pole w réznych
kierunkach, aby znalez¢ wszystkie pochodne czastkowe (chyba, Zze symetria czasteczki
upro$ci nam zadanie).

3.12 Calkowanie numeryczne. Wzor trapezéw. Metoda Romberga.

Calki nieoznaczone z wielu funkcji nie wyrazaja si¢ poprzez funkcje elementarne, stad
znaczenie catkowania numerycznego.
Naturalnym sposobem obliczenia catki oznaczonej

[ ()

jest przyblizenie funkcji podcalkowej przez funkcj¢ tatwa do scatkowania. Najprostszym
przypadkiem moze by¢ funkcja liniowa, skad otrzymujemy wzor prostokatow (przyblizajac
pole pod krzywa prostokatem):

b
[ reodx=®-a)fl=)
oraz wzor trapezow (przyblizajac pole pod krzywa trapezem):
b
b—a
[fde==—=(f(@)+f®)).

Calkujac blad interpolacji prowadzacej do wzoru trapezéw mozna pokaza¢, ze blad wzoru
trapezow wynosi

-%(b-aff”(f), £0(a,b)

Przedzial catkowania mozna podzieli¢ na mniejsze przedzialy stosujac do kazdego z nich
wzoOr prostokatow lub trapezow (lub inny wzor catkowania). Sumujac oszacowania z
podprzedziatéw dostajemy wzor ztozony. Czgstym przypadkiem jest podziat wyjsciowego
przedziatu przy pomocy rownoodlegtych (o /) punktow. Mamy wtedy:

Xo=a, x;=a-+ih, x,=0b, h=(b-a)ln
Wzbr prostokatow ma wtedy postac:

b "
j f)dx=hY f(x, —h/2)
“ i=1

a wzor trapezow:

e 10210, )

WICH

Wychodzac ze wzoru Eulera-Maclaurina mozna uzasadni¢ podobna do ekstrapolacji
Richardsona metodg polepszania przyblizenia calki przez zaggszczanie punktow podziatu.
Jest to metoda Romberga.

Przedziat [a,b] dzielimy na 2" podprzedziatéw o rownej dlugosci 4,,.

Stosujac ztozony wzor trapezoOw obliczamy wtedy przyblizenia catki dla rdoznej liczby
punktow podziatu:



I1(n,0)=h, [w + znZ_lf(xi)], xi=a+ihy

Najprostsza jest suma

1(0,0) =3[ f(a) + f(b)]
Nastepnie obliczamy kolejno 1(1,0), 1(2,0), itd. Oczywiscie nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze
obliczajac 1(n,0) nalezy tylko dotozy¢ nowe punkty do /(n—1,0) a nie oblicza¢ niepotrzebnie
wartosci funkcji we wszystkich 2" punktach.
Podobnie jak w schemacie ekstrapolacji Richardsona przyblizenia [(n,0) daja pierwsza
kolumng tabeli, a nast¢gpne obliczamy wedtug wzoru

I(n,m)=I1(n,m—-1)+ [[(n,m—=1)—I(n—1,m-1)].

4" -1
Dostajemy ostatecznie tabelg coraz lepszych przyblizen catki:
1(0,0)
I(1,0)  1(L1)
12,00 12D 1(22)

I(M,0) I(M,)) I(M)2) --- I(M,M)
3.13 Wzory Newtona-Cotesa.

Jak juz powiedzieliSmy, ogdlna metoda obliczania catki oznaczonej jest przyblizenie funkcji
podcatkowej wielomianem (ktory juz tatwo scatkowac).

Jesli w przedziale catkowania [a,b] wybraliSmy wezly xo, ..., x, to mozemy zastosowa¢ wzor
interpolacyjny Lagrange’a

PO=Y LW, edde (= [

j=0,j#i Xi —X;

Wynika stad, ze
if(x)dx = ip(x)dx = gf(xi)i [, (x)dx
Wzér c;ikowania nclllmeryczne:g_o postagi:
iﬂ@ﬂ=§4ﬂ%) *)

nazywa si¢ kwadratura.
W przypadku wyzej wspotczynniki kwadratury dane sa wzorem

b
4, =jz,.(x)dx, i=0,..n
Jesli wezty interpolacji sa rOwno rozmieszczone:
(b-a)
X, =ati——,
n

to kwadrature (*) ze wspdiczynnikami podanymi wyzej nazywa si¢ wzorem Newtona-Cotesa.

Zobaczmy, co dostaniemy ze wzoru Newtona-Cotesa dlan = 1.
Wtedy xo=aix; =b



Mamy
b—x x—a

/ = , / =
= (=2

Obliczajac catki (wspotczynniki kwadratury) dostajemy

b b
_ _1 _ _1
A, = {10 ()dr=—(b=a), 4 = {zl (x)dx = (b =a)
Nietrudno zauwazy¢, ze z wzoru Newtona-Cotesa wyprowadziliSmy wzor trapezow

[ =22 (7@ + £ 0)

Takze inne przypadki wzoru Newtona-Cotesa dla matych » maja swoje wlasne nazwy.
Podamy je ponizej z uzyciem h = (a — b)/n

=l [FOE =) ), blad= =)

Jest to, jak juz stwierdziliSmy, wzor trapezow.

n=2: [f@de =2 () +4f )+ (), blad= =1 @)
Jest to wzor Simpsona.
n=73: If(x)dx=%(f(x0)+3f(xl)+3f(x2)+f(x3)), blad = _%f(“(f)

Jest to tzw. reguta 3/8.

Wyznaczajac wspoOtczynniki kwadratury mozemy unikna¢é wyznaczania i1 calkowania
wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a. Ot6z kwadratura okreslona wzorem (*) musi by¢
doktadna dla wielomianu stopnia n. W takim razie jej wspotczynniki musza spetnia¢ uktad

rownan
b

IxjdeZAixf j=0,..,n
" i=0
Obliczajac proste calki po lewej stronie i rozwiazujac ten uktad dostajemy wspolczynniki
kwadratury.

Metodg t¢ nazywa si¢ metoda nieoznaczonych wspotczynnikow.

Podajmy jeszcze uzyteczny wzor na zamiang przedziatu catkowania. Jesli mamy wzor (czyli
wspotczynniki kwadratury) dla przedziatu [c,d]

Jroda=Y 410).

to po zamianie zmiennych mozemy otrzyma¢ wzor dla przedziatu [a,b]:

If(x)dx:b—aiAif((b—a)zi+ad—bc)_
Y —C =0

d d-c

3.14 Kwadratury Gaussa.

Zauwazmy na poczatek, ze wzoér kwadratury (*) mozemy takze zapisa¢ z funkcja wagowa
w(x):



b n
[fowde =" 4,1 (x,). (**)
" i=0
Wtedy wspotczynniki kwadratury dane sa wzorem:
b
A = jl,. ()w(x)dx, i=0,...n

Wezly x; moga by¢ w ogélnym przypadku dowolne.

Powstaje pytanie, czy jakie$ uklady weztow sa lepsze od innych.

Oto6z zachodzi twierdzenie:

Jesli wezly x, ..., x, sa zerami (n+1)-szego wielomianu ortogonalnego p,; w przedziale [a,b]
z waga w, to kwadratura (**) o wspotczynnikach zadanych wzorem wyzej jest doktadna dla
kazdego wielomianu do stopnia 2n+1 wlacznie. Nazywamy ja kwadraturag Gaussa.

Z rozdziatu 3.8 wynika, ze dla funkcji wagowej w(x) = (1 — x*)"? weztami kwadratury
Gaussa w przedziale [-1,1] sa zera wielomianu Czebyszewa odpowiedniego stopnia a dla
funkcji wagowej w(x) = 1 w tym samym przedziale do konstrukcji kwadratury Gaussa
uzywamy zer wielomianu Legendre’a.

3.15 Calki wielokrotne. Calkowanie metodami Monte Carlo.

Metody catkowania numerycznego daja si¢ uogolnia¢ na funkcje wielu zmiennych.
Na przyktad dla calki podwdjnej w prostokacie [a,b] X [c,d] dzielac przedzialy odpowiednio
na n i m punktow dostajemy
xo=a,x;i=a+ih,h=0b-a)/n,yo=c,yi=c+jk, k=(d—-c)m
Odpowiednikiem wzoru prostokatow jest

I= hkzn:if(xi —h/2,y, —k/2)

i=l j=1
a odpowiednikiem wzoru trapezow:

n m

[= Y S () + LGy )+ L@y )+ F @y = S W, £ (3, y)

i=1 j=1 =0 j=0
gdzie w; = 1 dla wewngtrznych punktéw siatki, w; = 1/4 dla wierzchotkow prostokata i
wy; =1/2 dla pozostatych punktow brzegowych.

Dla ztozonych obszardéw plaskich uzywa sig czgsto siatek ztozonych z trojkatow.

Dla catek o duzej krotnosci optaca¢ si¢ moze zastosowanie metod Monte-Carlo. Zalozmy, ze
chcemy obliczy¢ catke

I = j[f(x)dx

(postuzylismy si¢ catka jednokrotna dla przejrzystosci, w praktyce nie optaca si¢ dla nich
stosowa¢ metod MC).

Niech 7y, 72, ..., r, beda liczbami losowymi (w praktyce pseudolosowymi) o rozktadzie
prostokatnym w [0,1] (tzn. kazda warto$¢ z tego przedziatu jest jednakowo prawdopodobna).
Policzmy, usredniong warto$¢ funkcji f'w punktach 7;

S f(r)
Lo

Ot6z wartoscia oczekiwana tej zmiennej jest szukana wartos$¢ calki /.



