I. MINIMALIZACJA FUNKCJI

1. Wykorzystujac metodg ztotego podziatu wykonaj kilka pierwszych krokéw lokalizacji
minimum funkcji ¢* — x w przedziale [-1,1]

Rozwiazanie.
. 5-1 :
Stosunek ztotego podziatu to ¢ = — Majac dane dwa punkty a i b wyznaczamy dwa
punkty wewnatrz przedziatu [a,b]:
xi=b—@¢b—-a) i x,=at@b-a)
W naszym przypadku otrzymujemy x; = -0.23607 1 x, = 0.23607. W kroku 1 dostajemy tabele
wartos$ci funkcji w 4 punktach:

X; -1

: -0,236068
) 1,367879

1,025795

0,236068 1
1,030192| 1,718282

W kolejnych krokach odrzucamy ten ze skrajnych punktow, w ktérym wartos¢ funkcji jest
najwigksza i dzielimy w ztotym stosunku dtuzszy z pozostatych dwu odcinkow. W ten sposob
znowu otrzymujemy 4 punkty i procedur¢ powtarzamy. Zauwazmy, ze w kazdym kroku
potrzebujemy obliczy¢ warto$¢ funkcji tylko w jednym nowym punkcie.

Stosujac ten schemat do naszych danych otrzymujemy (dane dla nowego punktu pogrubiono):

krok2
X; -1 -0,52786| -0,236068 0,236068
fx) 1,367879 1,117728 1,025795 1,030192
krok 3
X; -0,52786| -0,236068 0,055728 0,236068
Ax) 1,117728 1,025795 1,001582 1,030192
krok 4
X; -0,236068 -0,05573 0,055728 0,236068
fx) 1,025795 1,001524 1,001582 1,030192
krok 5
X; -0,236068 -0,12461 -0,05573 0,055728
fx) 1,025795 1,007451 1,001524 1,001582
krok 6
X; -0,12461 -0,05573 0,013156 0,055728
fx) 1,007451 1,001524 1,000087 1,001582
krok 7
X; -0,05573| -0,013156 0,013156 0,055728
Ax) 1,001524 1,000086 1,000087 1,001582

Wida¢, ze coraz bardziej zblizamy si¢ do minimum funkcji (rownego 1) w x = 0. Polozenie

punktow z kilku pierwszych krokéw mozemy obejrze¢ na wykresie:




& krok 1
m krok 2
krok 3
X krok 4
+krok 5
krok 6

2. a) Znajdz punkty krytyczne funkcji
f,y)=x*+y* —8x* -2y +5

1 okresl ich rodzaj.

b) Pokaz, ze funkcja Rosenbrocka

f(x,y) =100(y —x*)* +(1-x)’
ma minimum globalne w punkcie (1,1).

Rozwiazanie.

a) Pierwsze pochodne funkcji sa rowne
a124963—16)6 al=4y3—4y
Ox 0

Jak wida¢, ich miejsc zerowych mozna poszukiwa¢ niezaleznie. Pochodna po x zeruje si¢ dla
x=-2,01ub 2, pochodna poydlay=-1,0 lub 1.
Punkty krytyczne naszej funkcji to (0,0), (¥2,0), (0, £1) i (*2, £1). Ze wzgledu na to, ze
funkcja jest parzysta w obu argumentach, wystarczy zbadac¢ tylko wspotrzedne nieujemne, dla
ujemnych wynik jest taki sam.
Drugie pochodne funkcji sa rowne
2 2 2
os { =12x*-16 9~ os { =12y° -4
Ox 0x0dy oy
Macierz drugich pochodnych naszej funkcji wyglada wigc nastepujaco
12x* 16 0
H(x,y)=
(x.7) [ 0 12y° —4}
W punkcie (0,0) jest rGwna



-16 0

H(0,0) = [ 4} , hesjan jest ujemnie okreslony — czyli w (0,0) funkcja ma maksimum
-16 0 . . , . :

H(0,1) = g |’ hesjan jest nieokreslony — w (0,1) funkcja ma punkt siodtowy
320 L , : :

H(2,0)= al’ hesjan jest nieokreslony — w (2,0) funkcja ma punkt siodtowy

H(2,)) = 8}’ hesjan jest dodatnio okreslony — w (2,1) funkcja ma minimum réwne

b) Podstawiajac sprawdzamy, ze f{(1,1) = 0. Poniewaz funkcja jest suma kwadratow, wigc
przyjmuje jedynie warto$ci nieujemne, zatem rzeczywiscie w punkcie (1,1) funkcja ma
minimum globalne. Minimum to polozone jest w wygigtej dolinie (stad funkcja zwana jest
czasem funkcja bananowa) a sama funkcja jest wykorzystywana w testowaniu programow
znajdujacych minima.

3. Funkcja gr ad. desc z biblioteki ani mat i on w pakiecie R demonstruje minimalizacjg
metoda najszybszego spadku. Wyprobuj jej dziatanie na funkcjach z zadania 2.

Rozwigzanie.

Ladujemy potrzebna biblioteke i definiujemy funkcje

l'i brary(ani mation)
f = function(x,y) x"4 + yM -8*x"2 -2*y"2 + 5

Funkcji gr ad. desc podajemy nazwe funkcji dwu zmiennych x i y, wektor zadajacy naroza
rysowanego obszaru i wektor okreslajacy punkt startowy. Warto tez zwigkszy¢ parametr
nmax — liczbg dopuszczalnych krokow.

ani . opti ons( nmax=50)
(grad.desc(f,c(-3,-3,3,3),c(0.1,0.1)))

W powyzszym przyktadzie wystartowaliSmy z punktu (0.1,0.1). Jak wida¢, procedura
wykonuje w kierunku najwigkszego spadku krok o dlugosci zaleznej od wielkosci gradientu:

z=x4+y478x272y2+5




Po zakonczeniu pracy procedura wyswietla wyniki w rodzaju

$par

X y
1.9999183 0. 9803762
$val ue

X
-11.99849
$iter
[1] 19

w tym konkretnym przypadku méwiace, ze po 19 krokach dotarta do punktu o wspotrzednych
(1.9999183 0.9803762), w ktérym funkcja ma warto$é -11.99849.
Mozemy sprawdzié, ze po starcie z punktu (0.1,0)

ani . opti ons( nmax=50)
(grad.desc(f,c(-3,-3,3,3),c(0.1,0)))

procedura ugrze¢znie w punkcie siodtowym (2,0)
$par

X y
2. 008029 0. 000000

$val ue

X
-10. 99896
$iter
[1] 10

z ktorego juz si¢ nie wydostanie ze wzgledu na znikajacy gradient (z tego tez powodu start z
maksimum w (0,0) nic nam nie da).

Podobnie mozemy sprobowac znalez¢ minimum funkcji Rosenbrocka

g = function(x,y) 100*(y-x"2)"2 + (1-x)"2
ani . opti ons( nmax=50)
(grad.desc(g,c(-2,-2,2,2),c(0.999,0.999)))

stwierdzajac, ze procedura gr ad. desc zawodzi nawet dla punktu startowego tuz obok
minimum, co wynika gléwnie z faktu, iz zostata ona stworzona do celéw demonstracyjnych i
nie nadaje si¢ do prawdziwej pracy, ale tez z wrednosci funkcji Rosenbrocka.

4. Znajdz minima funkcji z zadan 2 i 3 uzywajac funkcji opt i mw pakiecie R.
Rozwiazanie.

Na uzytek procedury opti m funkcj¢ musimy przedstawi¢ jako zalezna od sktadowych
wektora x. Mamy zatem x; = x 1 x, = y. Pierwsza funkcj¢ definiujemy nastgpujaco:

f = function(x) x[1]"4 + x[2]"4 -8*x[1]"2 -2*x[2]"2 +5

1 mozemy startujac np. z (0.001,0.001) poszuka¢ minimum metoda sprzgzonych gradientow:
optin(c(0.001, 0.001), f, met hod="CG")



otrzymujac w wyniku output:

$par
[1] 1.9999998 0.9999999
$val ue
[1] -12
$count s
function gradi ent
153 35

$conver gence
[1] O

moéwiacy, ze osiagnigto (conver gence =0) punkt krytyczny (2,1) z wartoscia funkcji -12.
Podobny wynik osiagniemy stosujac metod¢ Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno
(aproksymujaca hesjan przez obliczenia gradientu):

opti m(c(0.001, 0. 001), f, met hod="BFGS")

metode sympleksow

optin{c(0.001, 0.001), f, met hod="Nel der - Mead")
lub symulowane wyzarzanie

optin(c(0.001, 0.001), f, met hod="SANN")

cho¢ ta ostatnia uzywa bardzo wielu obliczen funkcji dajac przy tym gorszy wynik.

Mozemy sprawdzié, ze dla startu z punktu (0.1,0) metody gradientowe skoncza w punkcie
siodlowym (2,0), np.

optin(c(0.1,0.),f, met hod="CG")

$par

[1] 2 0

$val ue

[1] -11

podczas gdy metoda symplekséw znajdzie minimum startujac zarowno z (0.1,0) jak i (0,0)

optin(c(0.1,0.),f, met hod="Nel der - Mead")
optin(c(0.,0.),f, net hod="Nel der - Mead")

np. w tym drugim przypadku dostajemy

$par
[1] 2.0000775 0.9999574

$val ue
[1] -12

Tutaj metody gradientowe nic by nie zdziataty.



Sprobujmy wobec tego zmierzy¢ si¢ z funkcja bananowa Rosenbrocka. Jej ksztalt w okolicy
minimum w (1,1) mozemy obejrze¢ na wykresie z Wikipedii:

Przy testowaniu programdw za pomoca tej funkcji proponuje si¢ startowac z ,,ktopotliwego”
punktu (-1.2,1)
Tak zrobimy 1 my — zdefiniujemy funkcjg:

g = function(x) 100*(x[2]-x[1]72)"2 + (1-x[1])"2
i mozemy sprobowac réznych metod:

Metoda sympleksow radzi sobie bez ktopotow:
optim(c(-1.2,1), g, net hod="Nel der - Mead")

$par

[1] 1.000260 1.000506

$val ue
[1] 8.825241e-08

$count s
function gradient
195 NA

$conver gence
[1] O

podobnie jak metoda BFGS:

optin(c(-1.2,1), g, met hod="BFGS")
$par
[1] 0.9998044 0.9996084

$val ue
[1] 3.827383e-08



a nawet od biedy symulowane wyzarzanie:

optin(c(-1.2,1), g, met hod="SANN")
$par
[1] 1.002416 1.000767

$val ue
[1] 0.001662804

Natomiast metoda sprzgzonych gradientow ma klopoty:

optin(c(-1.2,1), g, met hod="CG")
$par
[1] -0.7648079 0.5927148

$val ue
[1] 3.106475

$count s
function gradi ent
402 101

$conver gence
[1] 1

Warto$¢ parametru conver gence =1 wskazuje na przekroczenie limitu iteracji. Mozemy
temu zaradzi¢ zwigkszajac ten limit:

optimc(-1.2,1), g, nethod="CG', control =l ist(nmaxit=5000))
$par
[1] 0.9997152 0.9994295

$val ue
[1] 8.119731e-08

$count s
function gradi ent
19938 4975

$conver gence
[1] ©

Cze¢sciowo pomaga takze zmiana sposobu aktualizacji hesjanu w trakcie obliczen (ale to juz
sa szczegoty techniczne):

optimic(-1.2,1), 49, nethod="CG', control =l ist(type=2, maxi t =1000))
$par
[1] 0.9996933 0.9993856

$val ue
[1] 9.417974e-08

$count s
function gradi ent
1038 249

$conver gence
[1] ©



II. ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE

Do znalezienia numerycznych rozwiazan nast¢pnych zadan bedziemy wykorzystywali pakiet
R. Poniewaz funkcje catkujace uktady rownan w R (jak i w wielu innych, np. Octave) pracuja
na uktadach postaci

X0 = f(1,3000%,)

bedziemy starali si¢ odpowiednio przeksztatca¢ nasze rownania.

5. Roéwnanie rézniczkowe opisujace ksztalt swobodnie zwisajacej liny o koncach
zaczepionych na rownej wysokosci ma postac

d2 d 2 1/2
(2]
dx’ dx

gdzie a jest pewna stata. Zatozmy dla uproszczenia a = 1; przyjmijmy warunki poczatkowe
70)=1,5°(0)=0.

a) sprowadz powyzsze rownanie do uktadu rownan rzedu pierwszego

b) narysuj krzywa bedaca rozwigzaniem rdwnania w przedziale [-1,1]

Rozwiazanie

a) WprowadZzmy nowe zmienne
I=x
X1=Yy
dy
X, =—
dx
wtedy oczywiscie
o d 2 y
X, =—3
dx
1 otrzymujemy rownowazny naszemu rownaniu uktad rownan pierwszego rzedu

X, =X,

x'2 = (1 + xz2 )1/2

z warunkami poczatkowymi x;(0) = 1, x2(0) = 0.

b) Funkcje potrzebne nam do numerycznego rozwigzania rOwnania znajduja si¢ w bibliotece
deSol ve pakietu R. Przed pierwszym uzyciem biblioteke te nalezy zainstalowac poleceniem
i nstal | . packages()

Po instalacji polecenie

| i brary(deSol ve)

udostepnia do wykorzystania procedury z biblioteki.

Przystepujac do rozwiazania ukladu rownan rézniczkowych w R musimy po pierwsze
zdefiniowa¢ funkcje obliczajaca prawe strony uktadu dla zadanego ¢, x; 1 zestawu parametrow.
Wobec tego wydajemy polecenia

| ancuch <- function(t, x, parns){
dx1l <- x[2]

dx2 <- sqrt(1+x[2]"2)
list(c(dxl, dx2))}



Co prawda nasza funkcja nie zalezy od zadnego parametru, ale procedurze rozwiazujacej
musimy podac¢ jaka wartos¢, np.
par ns=0

zadajemy warunki poczatkowe
x0=c(1, 0)

Chcemy znalez¢ rozwiazanie uktadu dla ¢ O [-1,1]. Procedura caltkujaca uktad réwnan
wymaga podania jako pierwszej warto$ci zmiennej ¢ czasu odpowiadajacego warunkom
poczatkowym (u nas ¢ = 0). Poniewaz jest to $rodek, a nie poczatek naszego przedziatu,
rozwiazanie podzielimy na dwa: od 0 do 11 0d 0 do -1.

Generujemy zatem dwa zestawy warto$ci czasu:

ti mel=seq(0, 1, 0. 05)
ti me2=seq(0, -1, -0.05)

a potem wywolujemy procedure rk4, rozwiazujaca uktad metoda Rungego-Kutty 4-go rzedu.

out 1=as. data. franme(rk4(x0, ti nel, | ancuch, parns))
out 2=as. dat a. frane(rk4(x0,time2, | ancuch, parns))

Poleceniem
out 1

mozemy obejrze¢ tabelkg rezultatdéw pierwszego catkowania, w kolumnach oznaczonych
time, 1, 2 znajduja si¢ wartosci 7, x1, x».

Rysujemy zatem wykres naszych rozwigzan
pl ot (out 1$tine, out 1$" 1", xli mrc(-1, 1))
poi nt s(out 2$ti ne, out 2%$"1")

Mozemy tez nanie$¢ znane rozwigzanie doktadne y = cosh x (czyli w naszych oznaczeniach
x| = cosht)

curve(cosh(x), col ="red", add=T)

Otrzymujemy ostatecznie wykres tzw. krzywej tancuchowe;j:

o o

\

1.8 1.4 1.5

out1$™
- o
B

{2

outi$time



6. Rozwaz uklad roéwnan
xi =X TXX,
x'2 =-Xx, tx,x,
Jest to uktad rownan typu Lotki-Volterry.
a) pokaz, ze przy pewnych zatozeniach uktad ten opisuje schemat kinetyczny reakcji

A+X I 52X
X+YOh-2Y

Y O% - P
b) dla warunkéw poczatkowych x(0) = 2, x2(0) = 0.5 narysuj jego rozwiazania w przedziale
[0,50]. Zbadaj metody Eulera i Rungego-Kutty 4-go rzedu.

Rozwiazanie

a) Zmiana st¢zenia substancji X wynosi

d[X

L ESRTAEN N
analogicznie

dlY]

i K [XIY] = A5 [Y]
Zauwazmy jeszcze, ze dodajac rOwnania reakcji dostajemy

AP
Zatem nasze rOwnania opisuja przeksztalcenie substratu A w produkt P w trojetapowym
procesie z dwoma posrednimi reagentami X 1 Y.
Jesli zalozymy, ze st¢zenie A jest stale 1 wynosi 1 (np. substrat jest caly czas wprowadzany do
reaktora) oraz k; = k, = k3 = 1, to oznaczajac [X] = x; 1 [Y] = x, dostajemy nasz uktad réwnan.
(Przy innym st¢zeniu A 1 innych stalych dostalibySmy analogiczny uktad, tylko ze
zmienionymi wspolczynnikami).

b) Zaczynamy od zdefiniowania funkcji obliczajacej prawe strony uktadu

| ot vol <- function(t, x, parmns){
dx1 <- x[1] - x[1]*x[2]

dx2 <- -x[2] + x[1]*x[2]
l'ist(c(dxl, dx2))}

Okreslamy parametry (nie mamy zadnego), warunki poczatkowe 1 zakres ¢

par ns=0
x0 = ¢(2,0.5)
time = seq(0, 50, 0. 05)

Nastgpnie rozwiagzujemy uktad korzystajac z metody Eulera i tworzymy wykres
out eu=as. data. franme(eul er (x0,time, | otvol, parns))

pl ot (out eu$ti ne, out eu$" 1", type="1")
| i nes(out eu$ti ne, out eu$” 2", col ="red")



Otrzymujemy nastgpujacy wykres

o —

outeu$"1"

outeu$time
Mozemy sprawdzi¢ dla mniejszego kroku czasowego, ze maksima na krzywych narastaja
wolniej. Oznacza to problemy z doktadnoscia rozwiazania (zalezy od kroku).
Sprawdzmy efekt dziatania metody Rungego-Kutty

outrk=as. data. frane(rk4(x0,tine, | otvol, parns))
pl ot (out rk$ti me, outrk$" 1", type="1")
i nes(outrk$tinme, outrk$"2", col ="red")

otrzymujac tym razem wykres

2.0

1.5

outrk$"1"

1.0

0.5

outrk$time
Jak wida¢, st¢zenia substancji X 1 Y zmieniaja si¢ periodycznie w czasie — jest to przyktad
reakcji oscylacyjnej. Rownania Lotki-Volterry stosowane sa do opisu zmian liczebnosci
populacji w uktadzie drapieznik-ofiara.



Obejrzyjmy jeszcze zaleznos¢ x; od x;

pl ot (out rk$"1", outrk$"2", type="1")

2.0

1.5

outrk$"2"

1.0

0.5

I | I |
0.5 1.0 1.5 2.0
outrk$"1"
Krzywa jest zamknigta, co potwierdza periodycznos¢ zmian w uktadzie.

Uklady co najmniej 3 nieliniowych réwnan rdézniczkowych pierwszego rzedu moga
wykazywa¢ zachowania chaotyczne, tzn. mala zmiana warunkéw poczatkowych moze
skutkowaé dramatyczna zmiang rozwiazania. Pokazuja to nast¢pne przyktady.

7. Rozwazmy uktad nastgpujacych réwnan rézniczkowych
x{ =a(x, —x,)

x, = B —x, —x,x5

Xy = XX, TG

z parametrami o = 10, y = 8/3

a) znajdz rozwiazanie uktadu w [0,20] dla = 15 1 nastgpujacych warunkoéw poczatkowych
x1(0) = 15, x2(0) = 10, x3(0) = 15

porownaj to rozwiazanie z rozwigzaniem dla
x1(0) =15, x2(0) = 10.2, x3(0) = 15

b) powtdrz czynnosci z punktu a) dla S = 30.

(Poréwnuj zmiany x)

Rozwiazanie
a) Definiujemy funkcjg obliczajaca prawe strony ukladu (tym razem zalezng od parametrow)

| orenz <- function(t, x, parns) {
with(as.list(parms), {

dx1l <- alfa*(x[2]-x[1])

dx2 <- beta*x[1]-x[2]-x[1]*x][3]
dx3 <- x[ 1] *x[ 2] - gamma* x| 3]
l'ist(c(dx1,dx2,dx3))})}



Okreslamy parametry, warunki poczatkowe 1 zakres czasu

par ms=c(al f a=10, bet a=15, ganma=8/ 3)
x01=c( 15, 10, 15)

x02=c( 15, 10. 2, 15)

ti me=seq(0, 20, 0. 02)

Rozwigzujemy uklad dla dwu réznych zestawdéw warunkéw poczatkowych, rysujemy
zalezno$¢ x; od czasu oraz x; od x; dla pierwszego przypadku (x,(0) = 10).

out 1=as. dat a. franme(rk4(x01, tine, | orenz, parns))
out 2=as. dat a. frane(rk4(x02,tine, | orenz, parns))
pl ot (out 1$ti ne, out 1$" 1", type="1")

| i nes(out 2$ti ne, out 2$" 1", col ="red")

pl ot (out 1$" 1", out 1$" 2", type="1")

otrzymujac wykresy

10 12
1

out1§"1"

out1$time

10
|

out1§'2"
6
|

out§"1"



Zmienna x; oscylujac dazy do stalej wartosci, podobnie zachowuje si¢ x,, co widaé z
trajektorii fazowej (krzywa spiralnie zbiega si¢ do punktu - atraktora). Zaleznosci otrzymane
przy matej zmianie warunkow poczatkowych rdznig si¢ niewiele.

b) Zmieniamy warto$¢ parametru 1 powtarzamy operacje

par ms=c(al f a=10, bet a=30, ganma=8/ 3)

out 3=as. dat a. franme(rk4(x01, tine, | orenz, parmns))
out 4=as. dat a. franme(rk4(x02,tine, | orenz, parns))
pl ot (out 3$ti ne, out 3$"1", type="1")

l'i nes(out 4$ti ne, out 4$" 1", col ="red")

pl ot (out 3$" 1", out 3$" 2", type="1")

Jak wida¢, dla S= 30 mata zmiana w warunkach poczatkowych prowadzi do zupehie innego
rozwiazania

15
|

10
|

out3g"1"

-10

-15

o -
o

10 15 20
out3ftime

Jest to przyktad chaotycznego zachowania uktadu. Charakterystyczny jest wykres zaleznosci
X2 odx 1

outag 2"

out3§"1"



Przedstawiony twor to tzw. atraktor Lorenza (wlasciwie jego rzut na ptaszczyzng, bo ze
wzgledu na trzy zmienne atraktor ten jest trojwymiarowy).

8. Rozwazmy rownanie rdzniczkowe wymuszonego oscylatora z thumieniem
X+0.05% +x° =7.5c0s¢
a) pokaz, ze rbwnanie to jest rOwnowazne uktadowi trzech rownan pierwszego rz¢du
b) obejrzyj jego rozwiazanie dla ¢ [J [0,100] 1 warunkéw poczatkowych x(0) =2, x(0) =0.
Poréwnaj z rozwiazaniem dla x(0) = 2.002. Narysuj portret fazowy: zalezno$¢ x od x.

Rozwiazanie.

a) Przyjmujac
X| =X 0raz x; = X,
dostajemy uktad
T 3 *)
x, =7.5cost—0.05x, —x;
Przeksztatcajac go do uktadu autonomicznego (tzn. takiego, w ktérym po prawej stronie czas
nie wystgpuje jawnie) wprowadzamy trzecia zmienng
X3 =1t
1 otrzymujemy uklad trzech réwnan rzgdu pierwszego

Xy =X,
x, =7.5cosx; —0.05x, = x; (**)
x, =1

b) W zasadzie mogliby$my rozwiazywac¢ uktad (**) (z warunkiem x3(0) = 0), ale zauwazmy,
ze w R 1 tak musimy zdefiniowaé prawe strony zalezne od czasu. Wobec tego wygodniejsza
bedzie posta¢ (*). Warunki poczatkowe to x;(0) = 2 (lub 2.002) 1 x»(0) = 0.

Definiujemy funkcje
osc <- function(t,x, parns) {
dx1l <- x[2]

dx2 <- 7.5*cos(t)-0.05*x[2]-x[1]"3
list(c(dxl1,dx2))}

Zadajemy warunki poczatkowe i czas catkowania

par ns=0

ti me=seq(0, 100, 0. 02)
x0a=c( 2, 0)
x0b=c(2. 002, 0)

i znajdujemy rozwiazania

out 1=as. dat a. frame(rk4(x0a, ti ne, osc, parns))
out 2=as. dat a. frame(r k4(x0b, ti ne, osc, parns))

Poniewaz nasze wyjSciowe x to x; a xto xp, wigc wykres zmian x w czasie otrzymujemy
poleceniami

pl ot (out 1$ti ne, out 1$" 1", type="1")
l'i nes(out 2$ti e, out 2%$" 1", col ="red")
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Z wykresu wida¢, ze przy drobnej zmianie warunkéw poczatkowych rozwiazania poczatkowo
sa zblizone, lecz w miarg uptywu czasu zaczynaja si¢ rozjezdza¢, co mozemy stwierdzic¢
wykreslajac ich roznicg

pl ot (out 1$ti ne, out 2$" 1"-out 1$" 1", type="1")

-out1$"1"

out2§"1"
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Jest to zachowanie typowe dla uktadéw chaotycznych.

Wykre§lmy jeszcze zalezno$¢ x od x poleceniem

pl ot (out 1$" 1", out 1$" 2", type="1")

otrzymujac charakterystyczny obraz trajektorii fazowej
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III. ROWNANIA ROZNICZKOWE CZASTKOWE

9. Okresl, jakiego typu sa nastgpujace roéwnania rézniczkowe czastkowe:
a) rownanie przewodnictwa cieplnego

0'r _ 1 01
x>  a’ ot
b) rébwnanie Laplace’a
2 2
a_u + a_u =0
ox® 0y’
¢) rownanie falowe
Fu_1 0w
x> v’ or’
Rozwiazanie.

Typ réwnania czastkowego dwu zmiennych
2 2 2
aa zl+ba - +cab;+d=0
Ox O0xdy  dy
gdzie d nie zalezy od drugich pochodnych czastkowych okreslamy na podstawie znaku
wyrazenia b — 4ac

a)a=1,b=c=0, b*—4ac=0 roOwnanie paraboliczne
b)a=c=1,b=0, b*—dac=-4 <0 roOwnanie eliptyczne
Qa=1,b=0,c=-1/* b*—4ac=4/v">0 réwnanie hiperboliczne



