1. Wykorzystujac wzory Cramera znajdz rozwigzania uktadéw réwnan:

a)

X, —x, +5x; =4
2x, —2x, +3x; =1

2x, +x, +x; =5

b)

2x, —x; =-1
3x, +2x, =4
4x, +3x, =6

c)

X tx, +x; =2

X, =X, tx; =2
—X, tx, —x; =2

d)

X, +2x,+3x; =6
2x, +4x, +6x, =12
3x, +6x, +9x; =1

Rozwiazanie:

Obliczamy wyznacznik macierzy uktadu rownan W a potem wyznaczniki Wy, W» 1 Wi.

a)

1 -1 5
W=12 -2 3=21 W #0, wobec czego uklad jest oznaczony
2 1 1
4 -1 5 1 45 1 -1 4
W, =1 -2 3=21 W,=12 1 3=42 W,=2 -2 1/=21
5 1 1 2 51 2 1 5
1 mamy
x1:&:1, x2:&=2, x3:&=1.
W 4 Y
b)
2 0 -1 -1 0 -1
wW=3 2 0[|=0 W, =4 2 0[=-10
0 4 3 6 4 3

Poniewaz wyznacznik gtowny jest rowny 0 a wyznacznik W; # 0, uktad jest sprzeczny i nie
ma potrzeby sprawdzania kolejnych wyznacznikow.



c) macierz wspotczynnikow naszego uktadu rownan to
1 1 1
1 -1 1
-1 1 -1
Poniewaz jej 1-sza i 3-cia kolumna sa identyczne, wyznacznik W = 0.
Zauwazmy, ze wektor wyrazéw wolnych jest proporcjonalny do drugiej kolumny. Zatem jesli

w macierzy znajdzie si¢ 1 i 3 kolumna macierzy wspotczynnikow lub 2 kolumna oraz wektor
wyrazoéw wolnych, to wyznacznik bgdzie réwny zero.

Zatem W=W;=W,=W;=0.
Rzad macierzy uzupetnionej U musi by¢ wobec tego < 3.

Zauwazmy, ze po odrzuceniu 3-go wiersza i 3-ciej kolumny dostajemy macierz o niezerowym
wyznaczniku. Zatem rzad macierzy wspotczynnikow rank(A) = 2, wobec czego takze rank(U)
= 2 i ukfad jest nieoznaczony a rozwiazanie da si¢ wyrazi¢ przez 3 — 2 =1 parametr.

Z ukladu odrzucamy rownanie, ktéore nie weszto do wyznacznika okreslajacego rzad
macierzy. Trzecia kolumna macierzy nie zostala uzyta do obliczenia wyznacznika, wigc
odpowiadajaca jej zmienna (x3) traktujemy jako parametr. Mamy wigc uktad:

X tx, =-2-x

X, —Xx,=2-x,

Obliczamy teraz wyznaczniki:

1 1 -2-x, 1 1 -2-x,
= =-2, W, = =2x,, W,= =4
1 -1 2-x, -1 1 2-x,
1 mamy
X1 = —X3, X, =-2 ax3; mozemy wybra¢ dowolnie.
d)
Macierz wspotczynnikow uktadu ma postac
1 2 3
2 4 6
3 6 9

Poniewaz wszystkie jej kolumny sa proporcjonalne do siebie i to samo zachodzi dla wierszy
mamyW=W1 :W2:W3:0.
Z tego samego powodu rank(A) = 1.

Zauwazmy jednak, Ze z macierzy uzupetnionej mozemy wybraé niezerowy wyznacznik 2 x 2,
np.

2

6 1
czyli rank(U) = 2 > rank(A). Uktad jest wobec tego sprzeczny.
Przyktady c) i1 d) pokazuja, ze jesli wyznacznik glowny 1 wszystkie wyznaczniki
niewiadomych sa rowne 0, to uktad moze by¢ nieoznaczony lub sprzeczny.
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2. Badajac macierze i wykorzystujac wzory Cramera znajdz rozwiazanie uktadu jednorodnego
3x, +2x, =x;, =0
x, +3x, —4x, =0.

x, —4x, +7x; =0
Rozwiazanie.

Wyznacznik macierzy wspotczynnikéw ukladu W = det(A) = 0, wobec czego uktad ma
nietrywialne rozwiazanie.

Zauwazmy, ze wyznacznik powstaly po skresleniu ostatniego wiersza i ostatniej kolumny jest
rézny od zera. Odrzucamy wobec tego ostatnie rOwnanie a zmienng x3 traktujemy jak
parametr i otrzymujemy uktad

3x, +2x, = x,

x, +3x, =4x,

3 2 x; 2 3 x
W= =7, W, = = =5x,, W, = =1lx,
1 3 4x; 3 1 4x,
Zatem
X, =—3x;, x, =4x, a x3 jest dowolne.

W szczegolnosci dla x3 = 0 dostajemy rozwiazanie trywialne.
3. Rozwiaz uktady z zadania 1 wykorzystujac metod¢ eliminacji Gaussa.

Rozwiazanie.

Bedziemy przeprowadza¢ operacje na macierzy uzupeinionej (co odpowiada dziataniom na
roOwnaniach). Dla przejrzystosci kolumng wyrazow wolnych oddzielimy pionowa linia.
Rownowazno$¢ macierzy bedziemy zaznacza¢ znakiem ~. Nasze dziatania b¢da miaty na celu
doprowadzenie macierzy uzupeinionej do postaci schodkowe;.

Zwroémy uwagg, ze obliczenia prowadzimy doktadnie, zatem w odroznieniu od obliczen
numerycznych wybor elementu gltoéwnego nie wplywa na dokladno$¢ wyniku. Wygodnie
natomiast bedzie wybiera¢ element rowny 1 lub —1.

a) Macierz uzupetiona uktadu ma posta¢

1 -1 54
2 -2 311
2 1 1|5

Odejmujac od drugiego i trzeciego wiersza pierwszy wiersz pomnozony przez 2 dostajemy
rOwnowazng macierz

(1 -1 5| 4
0 0 -7|-7
0 3 -9|-3

W tym momencie wspolczynnik przy x, w drugim réwnaniu jest rowny 0, wigc elementu
gléwnego szukamy w innym wierszu. Zamieniamy wiersze 2 1 3 otrzymujac



1 -1 5| 4
0 3 -9|-3
0 0 -7|-7
1 wida¢, ze mamy juz macierz w postaci schodkowej. Liczba schodkow w macierzy wynosi 3,
wigc rank(A) = 3 i uktad jest oznaczony.
Trzeci wiersz macierzy oznacza rdwnos¢
—7X3 =7
skad mamy x3 = 1. Podstawiajac wstecz do wiersza 2 mamy
3X2 9= —3, skqd Xy = 2
Wstawiajac do wiersza 1 mamy
x1—2+5=4,czylix; = 1.
Rozwiazanie jest identyczne, jak otrzymane w zadaniu 1 z wzoréw Cramera.
Zauwazmy, ze tatwo teraz obliczy¢ wyznacznik przeksztalconej macierzy rowny —21.
Poniewaz po drodze dokonaliSmy jednego przestawienia wierszy, wyznacznik macierzy A ma
przeciwny znak i jest rowny 21 (co obliczylismy wcze$niej w zadaniu 1).
Mnozniki uzyte do eliminacji x; z 2-go 1 3-go wiersza wynosily 2, x, z trzeciego juz
eliminowa¢ nie musieliSmy (przypadkiem wyszedt wspolczynnik 0), wigc odpowiedni
mnoznik jest rowny 0.
Mamy zatem rozktad LU macierzy wspotczynnikdw:

1 00 I -1 5
L={2 1 0f, Uu=/0 3 -9|.
2 0 1 0 0 =7
Obliczajac iloczyn mozemy sprawdzi, ze
1 -1 5
Lu=/2 1 1],
2 -2 3

czyli dostaliSmy macierz A z przestawionymi wierszami 2-gim i 3-cim.

b)

W trakcie eliminacji przeksztatlcamy macierz uzupeiniona uktadu do postaci schodkowe;
2 0 -1|-1| |2 0 =1|(-1] |2 O -1] -1
32 014~
0 4 3|6

1
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0 2
0 4
W kolejnych etapach wykonali$my nastgpujace operacje:

—od wiersza 2 odj¢liSmy wiersz 1 pomnozony przez 3/2
—od wiersza 3 odj¢liSmy wiersz 2 pomnozony przez 2

Ostatni wiersz macierzy A ma same zera, zatem rank(A) = 0. Ale macierz U ma o jeden
schodek wiecej, zatem rank(U) = 3 > rank(A), czyli na mocy twierdzenia Kroneckera-
Capellego uktad jest sprzeczny.
Widac to z ostatniego wiersza oznaczajacego

0 =-10/2, czyli sprzecznos¢.



©)
Mamy

I 1 1 |-2 I 1 1]-2 I 1 1]-=-2
1 -1 1,2|~(0 -2 0 4|~(0 -2 0| 4
-1 1 -1]|-2 0 2 0|-4 0 0 0] O

Kolejne réwnowazne macierze otrzymalisSmy
— odejmujac wiersz 1 od wiersza 1 i dodajac wiersz 1 do wiersza 3
— dodajac wiersz 2 do wiersza 3

Z ostatniego, zerowego wiersza wynika, ze rank(A) = rank(U) = 2, zatem uklad ma
rozwiazanie.
Przyjmujac x3 za parametr 1 podstawiajac wstecz do rGwnania 2 mamy
—2x; =4 skad x, = -2
Wstawiajac do 1 dostajemy
X1 =2+ x3=-2, czyli x| = —x3.

d)
1 2 316 1 2 3| 6
2 4 6(12|~/0 0 0] O
3 6 9]1 0 0 O0|-17

(od 2 wiersza odjeliSmy wiersz 1 mnozony przez 2 a od 3-go wiersz 1 mnozony przez 3).

Jak widaé, rank(A) = 1 < rank(U) = 2, czyli uklad jest sprzeczny, co wynika z ostatniego
wiersza oznaczajacego
0=-17.

4. Rozwiaz zadanie 2 metoda eliminacji Gaussa.
Rozwiazanie.

Mamy
3 2 -110 1 3 -410 1 3 -4]0 1 3 -4]0
1 3 -4{0(~|3 2 -1|0|~|0 =7 11 |0|~|0 =7 11 {0
1 -4 710 1 -4 710 0 -7 110 0 0 00
— zamieniliSmy wiersz 1 z 2 (dla wygody)

—od wiersza 2 odjg¢liSmy wiersz 1 mnozony przez 3, od wiersza 3 odjgliSmy wiersz 1
— odje¢lismy wiersz 2 od wiersza 3

rank(A) = rank(U) = 2 = 3—1, zatem rozwiazanie bg¢dzie miato 1 parametr.
Z wiersza 2 mamy —7x; + 11x3 =0, czyli x; = L x3.
Wstawiajac do rownania 1 mamy

x, +3x, —4x, =0, skad x; = =2 x3.



5. Rozwiaz nadokreslone uktady rownan liniowych
a)

S5x, +3x, —x; =3
2x, +x, —x; =1
3x, = 2x, +2x; =4
X, —x, +2x;, =2
b)
4x, —x, =7
3x, +x, =14

2x, +3x, =0
Rozwiazanie.

Stosujac metodg eliminacji mamy:

a
)53 -1] 3 1 -1 21-21 T1 -1 2 [-2] [1 -1 2 |-2
2 1 -1 1 2 1 -1 1 0 3 -5|5 0 1 =-4]2
3 -2 20-4] |3 -2 2|-4] |o 1 -4|2| o 3 -5]|5
1 -1 2|-2| |5 3 -1|3 0 8 —11]13] |o 8 -11]13
1 -1 2 (=21 [1 -1 2 ]-2
0 1 -4]|2 0 1 -4]|2
o o 7 |-1| o o 7 |-1
0 0 21|-3 |0 0 o/lo0

— przestawiliSmy réwnanie 1 z 4

— odjelismy réwnanie 1: pomnozone przez 2 od r. 2, pomnozone przez 3 od r. 3 i pomnozone
przez5Sodr. 4

— przestawili$my réwnanie 2 z 3

— odjeliSmy rownanie 2: pomnozone przez 3 od r. 3 i pomnozone przez 8 od r. 4

— od réwnania 4 odj¢lismy rownanie 3 pomnozone przez 3

Jak wida¢, rank(U) = rank(A) = 3, zatem uktad ma rozwiazanie.
Réwnanie 4 mozemy odrzucié.

Z réwnania 3 mamy: 7x3 =—1, skad x3 = — 1.
Wstawiajac dor. 2 mamy: x, +4 =2, skad x, = 2.

Podstawiajac do r. 1 otrzymujemy: x, =1 -2 =-2 skadx; = - 2.

b)
4 -1|7] [2 3|0] [2
31 [14(~|3 1 [14[~|0 -
2 310] [4 -1]7] |0

— przestawilismyr. 1 z 3
— odjeliSmy r.1: pomnozone przez 3/2 od r.2 i pomnozone przez 2 od r. 3
— odje¢lismy r. 2 pomnozone przez 2 od r. 3



Wida¢, ze rank(U) = 3 > rank(A) = 2, zatem uktad jest sprzeczny.
Ostatni wiersz oznacza sprzecznos¢ 0 = 21.

Warto tu uczyni¢ pewna dygresj¢. Ot6z w praktycznych zastosowaniach czgsto nie poszukuje
si¢ tego typu rozwiazan (,,klasycznych”) dla uktadow nadokre§lonych. Uktady takie pojawiaja
sig, np. gdy modelujemy pewne zjawisko liniowo zalezne od »n zmiennych (z pewnymi
wspotczynnikami). Je$li przeprowadzimy m pomiaréw badanej wielkosci zmieniajac
zmienne, to otrzymamy uklad m roéwnan liniowych z n niewiadomymi, ktéry mozemy
rozwiaza¢ wyznaczajac wspdtczynniki w badanym modelu. Poniewaz jednak zaréwno
warto$ci zmiennych jak 1 wyniki pomiaru obarczone sa blgdami pomiarowymi, otrzymany
uktad réwnan na og6t bedzie sprzeczny. Zamiast poszukiwac jego klasycznego rozwiazania,
postepuje si¢ inaczej: szuka si¢ wektora, ktory jak najlepiej przybliza to rozwiazanie, tzn.
takiego x, ze norma wektora Ax — b osiagga minimum.

Pobierz ze strony:
http://www.chemia.uj.edu.pl/~eilmes/mnumch/
plik prog2.zip

Rozpakuj plik poleceniem
unzip prog2

W wyniku otrzymasz katalog mnumch2 z przyktadowymi programami.
Skompiluj programy poleceniami:

gfortran —o ulin.x ulin.f -llapack

gfortran —o ul-chol.x ul-chol.f -llapack

Programy te stuza do rozwiazywania ukladow réwnan liniowych n réwnan z n
niewiadomymi. Mozna réwnocze$nie rozwigza¢ wiele ukladow rdézniacych si¢ prawymi
stronami.
Program ulin.x  wykorzystuje rozktad LU. Dane nalezy umieszcza¢ w pliku ulin.inp w
nastgpujacej kolejnosci:

liczba réwna n, liczba_prawych_stron

macierz wspotczynikow uktadu zapisana wieszami

macierz kolumnowych wektoréw prawych stron
Wyniki zapisane zostaja do pliku ulin.out . W pliku tym pojawiaja si¢ rozwiazania uktadu,
rozktad A = PLU, wyznacznik macierzy A oraz informacje o przestawieniach wierszy.

Program ul-chol.x stuzy do rozwiazywania ukladéw z symetryczna macierza dodatnio
okreslong przez rozktad Cholesky’ego. Dane nalezy umieszcza¢ w pliku ul-chol.inp , jak
dla programu ulin.x , z ta rdéznica, ze wystarczy zapisa¢ dolny trojkat macierzy. Wyniki
zapisane zostaja do pliku ul-chol.out



6. Wykorzystujac program ulin.x  rozwiaz
a) przypadek a) z zadania 1
b) uktad
5x, +3x, +4x, =-18
3x, +x; =7

6x, +3x, +6x, =27

Rozwiazanie:

a) dane w pliku ulin.inp powinny wyglada¢ nastgpujaco:
31

1-15
2-23
211

4
1
5
W pliku wynikowym dostajemy znane juz nam rozwiazanie oraz informacj¢ o rozktadzie
macierzy (czynniki nie begda takie same, jak w zadaniu 3a), ze wzgledu na inne przestawienia
wierszy. Przestawienia wierszy macierzy A opisane sa kolejnymi wartoSciami zmiennej
ipiv  : jesli i-ta warto$¢ jest > od i, to i-ty wiersz zostal zamieniony z wierszem o podanym
numerze. Np. warto$ci 2,3,3 oznaczaja

2 pierwszy wiersz zamieniono z drugim
3 drugi wiersz zamieniono z trzecim
3 trzeci nie byt przestawiany

b) Rozwiazaniem jest x; =—1,x; =1, x3 = 4.

7. Wykorzystujac program ulin.x  oblicz:
a) wyznacznik macierzy
2 1 2 3 2]

3 -2 7 5 -1
3 -1 =5 -3 =2
5 -6 4 2 -4
2 -3 3 1 -2
b) macierz odwrotna do

2 1 2

1 2 3

14 1 2
Rozwiazanie:

a) Do obliczenia wyznacznika wystarczy nam rozklad LU macierzy. Mozna zatem
programowi poda¢ nasza macierz i dowolny wektor prawych stron (w praktyce napisaliby$my



do tego osobny program, ktéry zatrzymalby si¢ na etapie rozkladu macierzy). Wyznacznik
obliczymy jako iloczyn elementow diagonalnych U ze znakiem wynikajacym z informacji o
przestawieniach wierszy zapisanej w zmiennej ipiv. . Wynikiem jest 98.

b) Macierz odwrotna otrzymamy ustawiajac kolumnami rozwiazania 3 uktadéw rownan z
prawymi stronami tworzacymi macierz jednostkowa stopnia 3. Dane bgda wobec tego
wyglada¢ nastepujaco:

33

212
123
412

100
010
001

W wyniku otrzymamy
0

2

1
2
A7 =|-5 2 2

8. Wykorzystujac program ul-chol.x rozwiaz uktad
4x, +2x, +4x, +3x, =2
2x, +2x, +x; +2x, =2
4x, +x, +6x; +2x, =1
3x, +2x, +2x; +5x, = -1
Sprawdz wynik programem ulin.x

Rozwiazanie:
Dane do programu wygladaja nastepujaco:
41
4
22

416
3225

P DNDN

-1

W wyniku dostajemy rozwiazanie x; = 5/3, x, = 1, x3 = -2/3, x4 = —4/3. Przy okazji mozemy
na postawie czynnika L stwierdzi¢, ze wyznacznik macierzy uktadu wynosi 9.



9. Dla efektywnego dziatania programu istotna jest nie tylko redukcja liczby potrzebnych
operacji. Istotna bywa tez optymalizacja uzycia réznych rodzajow pamigci. Wynika to z
hierarchicznej struktury pamigci komputera: mamy w nim rézne typy pamigci rdézniace si¢
pojemnoscia 1 szybkoscia dzialania (czasem dostgpu). W szczegdlnosci w komputerze typu
PC mamy (zaczynajac od najszybszych, ale najmniej pojemnych):

rejestry procesora

=]

&2 cache procesora poziomu 1 (L1)
2 g cache procesora poziomu 2 (L2)
v g pami¢¢ RAM

R v dyski

o &

ewentualnie zewngtrzna pamig¢ masowa, np. taS§my magnetyczne

W przypadku duzych danych niezbgdna bywa optymalizacja uzycia dysku, dla mniejszych -
poprawe wydajnosci umozliwia efektywne wykorzystanie cache’u.

Zastanbwmy si¢ nad nastgpujacym przykladem. Znamy wzor na obliczanie elementoéw
iloczynu macierzy (dla uproszczenia n X n:

n
Cy = Zaikbki
k=1

Musimy oczywiscie wykonac obliczenia dla wszystkich potrzebnych i1 ;.
Mozemy prébowac zaprogramowac go w sposob narzucajacy si¢ z postaci wzoru:

dla wszystkich i od 1 do n powtarzaj:
dla wszystkich j od 1 do n powtarzaj:
dla wszystkich £ od 1 do n powtarzaj:
dodaj do c¢;; sktadnik a;by;
koniec powtoérzen po k
koniec powtdrzen po j
koniec powtorzen po i

Ze wzgledu na kolejnos¢ zmian indekséw nazwijmy go schematem ijk.
Mozliwa jest jednak inna kolejno$¢ zmiany indekséw, np. jki

dla wszystkich j od 1 do n powtarzaj:
dla wszystkich £ od 1 do n powtarzaj:
dla wszystkich i od 1 do n powtarzaj:
dodaj do c;; sktadnik aby
koniec powtorzen po i
koniec powtdrzen po k
koniec powtorzen po j

albo schemat ikj:

dla wszystkich i od 1 do n powtarzaj:
dla wszystkich k od 1 do n powtarzaj:
dla wszystkich j od 1 do n powtarzaj:
dodaj do c¢;; sktadnik a;by;
koniec powtorzen po j
koniec powtoérzen po k
koniec powtorzen po i



W kartotece mnumch2 znajduja si¢ programy wykonujace w rdézny sposdb mnozenie
macierzy rzeczywistych w pojedynczej doktadnosci. Skompiluj je poleceniami

gfortran —o mm-blas.x mm-blas.f90 —Iblas
gfortran —o mm-fort.x mm-fort.f90
gfortran —o mme-ijk.x mm-ijk.f90

gfortran —o mm-jki.x mm-jki.f90

gfortran —o mm-ikj.x mm-ikj.f90

Programy mm-ijk.x , mm-jki.x i mme-ikj.x realizuja mnozenie odpowiednim
schematem opisanym wyzej, mm-fort.x  wykorzystuje dostgpna w Fortranie 90 funkcje
matmul a mm-blas.x. uzywa do mnozenia procedury sgemm z biblioteki BLAS.

W pliku dat podaj dane do programu:

powinny to by¢ dwie liczby catkowite: pierwsza podaje stopien macierzy, druga liczbg
powtdrzen (dla matych macierzy mnozenia trzeba powtorzy¢, aby dosta¢ mierzalne czasy).
Wartos$ci parametroéw trzeba dobra¢ empirycznie, aby dalo si¢ rozsadnie zmierzy¢ czasy.

Programy uruchamiaj poleceniem
time ./program.x < dat

W wyniku dziatania polecenia time po zakonczeniu dziatania programu wypisane zostang
trzy czasy. Nas interesuje ten oznaczony jako czas uzytkownika (user ).

Przeprowadz obliczenia dla réznych stopni macierzy zapisujac czasy uzyskane w roznych
programach.

Oto przyktadowe wyniki. uzyskane na maszynie z procesorem Q9550 2.83GHz z 8 GB RAM
i pojemnosciami pamigci cache L1 4*32 KB, L2 2*6144 KB z systemem operacyjnym
Ubuntu 8.10. Wykorzystano standardowa bibliotek¢ BLAS.

W pierwszej kolumnie tabeli podano informacje o stopniu macierzy i liczbie powtorzen; dla
kazdego programu podano czas wykonania w sekundach i stosunek tego czasu do najlepszego
wyniku.

rozmiar BLAS Fortran Jki ijk ikj
zadania czas | f czas | f czas | f czas | f czas | f
100,1000 1.2 1.0 1.5 1.25 123 103 |12.1 |10.1 |12.2 ]10.2
200,200 1.2 1.0 1.8 1.5 19.1 159 |18.6 |155 |19.2 |16.0
300,75 1.2 1.0 1.9 1.6 239 199 231 |193 [282 |[235
500,20 1.2 1.0 2.1 1.75 1289 [24.1 |309 |256 |40.7 |33.9
1000,5 1.7 1.0 3.9 23 574 338 |739 |435 926 |54.5
2000,1 2.2 1.0 6.8 3.1 91.9 |41.8 |122.8 |55.8 |165.2|75.1
5000,1 28.1 | 1.0 100.6 | 3.6 1445 | 51.4 11991 [ 70.9 |2774 |98.7

Jak wida¢, procedury BLASa i Fortranu bija na glowg¢ nasze reczne implementacje. Nalezy
zatem przy rozwiazywaniu zadania numerycznego proébowaé znalezé zoptymalizowang
biblioteke, zamiast wywaza¢ drzwi otwarte, z gorszym na ogo6t skutkiem.

Schematy jki, ijk, ikj dla malych danych potrzebuja mniej wigcej tyle samo czasu, jednak ze
wzrostem stopnia macierzy schemat jki jest najszybszy natomiast ikj najwolniejszy. Poniewaz




liczba mnozen i dodawan jest we wszystkich trzech schematach taka sama, réznica musi
wynika¢ z kolejnosci wykonywania operacji, czyli odwotan do pamigci.

Aby zrozumiec, co si¢ dzieje powinnismy wiedzie¢ dwie rzeczy:

1. W trakcie wykonywania obliczen pewien obszar pamigci mozna skopiowa¢ do cache’u
procesora, przy czym przenoszenie do cache’u odbywa si¢ calymi liniami (czyli oprocz
aktualnie potrzebnej komorki pamigci tadujemy do cache’u takze sasiednie). Traci sig na to
trochg czasu. Jesli jednak bgdziemy mogli teraz sigga¢ po dane do cache’u zamiast pamigci
RAM, to strata ta zwroci si¢ z nawiazka, bo cache jest szybszy. W momencie, gdy
stwierdzimy, ze potrzebnej komorki pamigci nie ma aktualnie w cache’u (cache miss),
mozemy skopiowac do cache’u kolejny obszar pamigci. Oznacza to, ze korzystanie z pamigci
cache oplaca si¢ gdy korzystamy czgsto z sasiadujacych komodrek pamigci (bo po
skopiowaniu bloku pamigci do cache’u przez pewien czas potrzebne komoérki beda w nim
znajdowane). Jesli natomiast w kolejnych krokach siggamy do bardzo réznych rejonow
pamigci, to po skopiowaniu pewnego obszaru RAM do cache’n w kolejnym kroku
stwierdzimy, ze potrzebnej komorki pamigci tam nie ma i musimy znéw sigga¢ do RAM. W
takiej sytuacji uzywanie cache’u nie przynosi nam zysku, tylko stratg.

2. W Fortanie macierze zapamigtywane sa kolumnami, tzn. elementy macierzy umieszczane
sa w kolejnych komdrkach pamigci w ten sposob, ze najszybciej zmienia si¢ pierwszy indeks.
Oznacza to, ze jesli w kolejnym kroku zmienimy o 1 pierwszy indeks, to siggamy do
nastepnej liczby w pamigci. Jesli zmienimy o 1 drugi indeks, to siegamy do liczby odlegtej w
pamigci o n liczb. W pierwszym przypadku korzystanie z cache’u moze by¢ efektywne, w
drugim nalezy si¢ spodziewac czgstych sytuacji cache miss.

Popatrzmy teraz na nasza instrukcj¢ dodawania: potrzebujemy tam odwota¢ si¢ do trzech
elementdw tablic ¢, ajx oraz by;.

W schemacie jki (najszybszym) najszybciej zmienia si¢ i, ktore wystepuje jako pierwszy
indeks w 2 macierzach (macierze te mozna zatem optacalnie wrzuca¢ do cache’u), dodatkowo
pierwszy indeks pozostatej tablicy to zmienna k, ktdra zmienia si¢ w drugiej kolejnosci.

W schemacie ijk najszybciej zmienia si¢ &, ktore jako pierwszy indeks wystepuje w jednej
macierzy (ktora wobec tego mozna efektywnie cacheo’wac).

W schemacie ikj najszybciej zmienia si¢ zmienna j, ktora zawsze jest drugim indeksem w
macierzy, zatem ktdrakolwiek macierz prébowalibysmy umiesci¢ w cache’u, to dla duzych n
zaraz okaze sig, ze kolejny potrzebny element w cache’u si¢ nie znalazt.

Thlumaczy to réznice w szybkosci dzialania dla wigkszych n. Natomiast dla najmniejszych n
cate lub prawie cale macierze mieszcza si¢ w cache’u procesora i kolejno$¢ zmian indeksow
nie odgrywa tak znaczacej roli — stad podobne czasy dziatania programow.

Optymalizacja biblioteki BLAS przy uzyciu ATLASA polega migdzy innymi na podziale
danych, na ktorych wykonywane sa operacje na bloki i dobraniu rozmiaru bloku, tak by
najlepiej wykorzysta¢ dostgpna na danej maszynie pamig¢ cache.

Uklady rownan liniowych, wyznaczniki i macierze odwrotne w pakiecie R.

Niech A jest macierza kwadratowa, B macierza prawych stron uktadéw réwnan liniowych.
Interesujace sa dla nas funkcje:
det(A) —wyznacznik macierzy A
solve(A) - zwraca macierz odwrotna do A,
ale wywotana z dwoma argumentami:
solve(A,B)  — zwraca macierz rozwigzan AX =B



10. Rozwiaz w pakiecie R przyktady 6-8.
Rozwiazanie:

Odpowiednie polecenia tworzenia macierzy i wywotan funkcji wygladaja nastgpujaco:
Przyktad 6a
Utworzenie macierzy A

(A=matrix(c(1,-1,5,2,-2,3,2,1,1),c(3,3),byrow=T))
[1][.2] [.3]

1] 1 -1 5

2] 2 -2 3

3] 2 1 1

Utworzenie wektora prawych stron b

(b=c(4,1,5))
[1]415

1 znalezienie rozwiazania uktadu

solve(A,b)
[1]121

Analogicznie postgpujemy w przktadzie 6b

(A=matrix(c(5,3,4,3,0,1,6,3,6),c(3,3),byrow=T))
[1][.2] [.3]

[L] 5 3 4

2] 3 0 1

3] 6 3 6

(b=c(-18,-7,-27))

[1]-18 -7 -27

solve(A,b)

[1]-1 1-4

Przyktad 7a
Tworzymy macierz

(A=matrix(c(2,1,2,3,2,3,-2,7,5,-1,3,-1,-5,-3,-2,5,- 6,4,2,-4,2,-3,3,1,-
2),c(5,5),byrow=T))
(1] (2] [.3] [4] [.5]
[1] 2 3 2
[2,] 5 -1
[3.] -3 -2
(4]

2 -4
5,] 12

N U1 W W
1 1 1 1

WO RFRLNPE
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i obliczamy wyznacznik

det(A)
[1] 98



Przyktad 7b

(A=matrix(c(2,1,2,1,2,3,4,1,2),c(3,3),byrow=T))

(1121 [.3]
L] 2 1 2
2] 1 2 3
B3] 4 1 2

Funkcja solve wywotana z macierza kwadratowa jako jedynym argumentem zwroci
macierz odwrotna

solve(A)
(11021 [3]
[1]-05 005
[2]-50 2 2.0
[3] 35 -1-15

Przyktad 8 rozwiazujemy analogicznie do przyktadow 6a,b

(A=matrix(c(4,2,4,3,2,2,1,2,4,1,6,2,3,2,2,5),c(4,4) ,byrow=T))
[11[2] [.3]1 [4]

1] 4 2 4 3

2] 2 2 1 2

3] 4 1 6 2

4] 3 2 2 5

(b=c(2,2,1,-1))

[1]221-1

solve(A,b)

[1] 1.6666667 1.0000000 -0.6666667 -1.3333333

ROWNANIA NIELINIOWE.

11. Bazujac na metodzie Newtona znajdowania zer funkcji wyprowadz wzoér rekurencyjny na
obliczanie pierwiastka kwadratowego.

Rozwiazanie.

Obliczanie pierwiastka kwadratowego +/ A4 oznacza znajdowanie rozwiazania roOwnania
2
x°=4=0.

W metodzie Newtona majac pewne przyblizenie x, rozwiazania znajdujemy lepsze z wzoru
iteracyjnego
‘xn+1 = xn - f;(x”) :
f'(x,)
W naszym przypadku flix) = x* — 4, zatem f’(x) = 2x. Podstawiajac do powyzszego wzoru
mamy
x;—A
X, =X, — :
2x,

Po przeksztatceniu dostajemy wzor

‘xn+l :E xn +— s
xl’l

wykorzystywany w komputerowych implementacjach funkcji obliczajacej pierwiastek
kwadratowy.




Kolejne zadania przewidziane sa do rozwiazania w pakiecie R.
12. Znajdz najblizsze 0 rozwigzanie réwnania

exp(x) —sin(x) =0
Rozwiazanie.

Na pewno warto$¢ zero powyzsza funkcja moze przyjmowaé tylko dla x < 0. Obejrzyjmy
wykres funkcji w okolicy zera:

f=function(x) exp(x)—sin(x)
curve(f,-10,0)
abline(h=0)

fx)

0.0

0.5

-1.0

Zero bedzie w przedziale [-5,0], wigc wydajemy polecenie:
uniroot(f,c(-5,0),tol=1e-7)
dostajac po 5 iteracjach przyblizenie zera funkcji rowne -3.183063

Poleceniem
uniroot(f,c(-7,-5),tol=1e-7)

otrzymamy nastgpne miejsce zerowe -6.281314



12. Korzystajac z pakietu animation  obejrzyj dziatanie metody bisekcji i Newtona.
Rozwiaz réwnanie z poprzedniego zadania.

Rozwiazanie.

Instalacja pakietu odbywa si¢ po wydaniu polecenia
install.packages()

nalezy nastgpnie wybra¢ serwer i wskaza¢ pakiet animation

zatadowanie pakietu odbywa si¢ przez polecenie
library(animation)

poleceniami
bisection.method()
newton.method()

mozna obejrze¢ w dzialaniu przyktady dla obu metod

W razie potrzeby poleceniem

ani.options(interval= XXX)

zmieniamy odstgp czasowy pomigdzy ramkami (w miejsce xxx nalezy wpisa¢ wartosc).

Graficzny obraz rozwigzania naszego rownania dostaniemy wydajac polecenia:

f=function(x) exp(x)-sin(x)
ani.options(nmax=50)
bisection.method(f,c(-5,0),tol=1e-7)

Root-finding by Bisection Method: exp(x) —sin(x) =0

1.0

0.5

exp(x) —sinlx)

f(x)

Current root: -3.18306267261505

-0.5

-1.0




ani.options(nmax=50)
newton.method(f,-2.2,c(-5,1),tol=1e-7)

Root-finding by Newton-Raphson Method: exp(x) —sin(x) =0

exp(x) —sin(x)
1.0 1.5

f(x)
Current root: -3.18306301192364

-0.5

-1.0

n
I
)
s
o

jesli jednak wystartujemy ze ztego punktu, bedziemy mieli klopoty:

ani.options(nmax=50)
newton.method(f,-1.7,c(-7,1),tol=1e-7)

REGraphics: Device 2 (AGTIVE)

Root-finding by Newton-Raphson Method: exp(x) —sin(x) =0

1.0 1.5

exp(x) —sin(x)
0.5

f(x)

0.0
Current root: -6.28131445588564

0.5

-1.0




cho¢ czasem i tak si¢ uda:
ani.options(nmax=50)
newton.method(f,-0.8,c(-5,1),tol=1e-7)

R Graphics: Device 2 (ACTIVE)

Root-finding by Newton-Raphson Method: exp(x) —sin(x) =0

15

/_‘\

10

exp(x) - sin(x)
0.5

f(x)

0.0
Current root; -3. 18306301 180265

-0.5

-1.0

Wida¢ stad, jak wazne jest, aby by¢ dostatecznie blisko rozwiazania przy wyborze punktu
startowego.



