1. Znajdz macierz odwrotna do:
A= .
c d
Rozwiazanie.

Macierz odwrotna jest rowna transponowanej macierzy dopetnien algebraicznych podzielone;j
przez wyznacznik macierzy A, czyli

A= (Ap)"/ det(A).
Macierz dopetnien algebraicznych jest roOwna:

. d -c

D _ b a 5

Wyznacznik wynosi det(A) = ad — bc.
Zatem po transponowaniu mamy ostatecznie:

A'lz 1 d _b
ad —bc|—-c a |

Sprawdzmy, ze A"A =1.
1 1 d -blla b 1 da—bc  db-bd 1 0
Mamy: A"A = = = .
ad —bc|—c a |lc d ad —bc|—catac —-cb+ad 0 1

2. a) Znajdz wartos$ci 1 wektory wlasne macierzy

I 01
A=(0 1 0].
I 01

b) Sprawdz, ze wyznaczone wektory wlasne sa ortogonalne.
¢) Sprébuj zastosowac metodg Jacobiego do wyzerowania elementdw pozadiagonalnych i
zobacz, czy dostates$ identyczne wartosci wlasne, co w punkcie a).

Rozwiazanie.

a) Wielomian charakterystyczny naszej macierzy otrzymamy obliczajac wyznacznik macierzy
I-14 0 1
0 1-4 0
1 0 1-4
Po rozwinigciu wyznacznika otrzymujemy
(1-1)° = (1-1) = (1=0)(1= 2L — A*=1) = —A(1-1)(2-L)
Widac¢ stad, ze pierwiastki tego wielomianu to:
)\.1:0, 7\.2: 1 i?\.3:2.
Odpowiadajace im wektory wlasne mozemy wyznaczy¢ podstawiajac kolejne wartosci A do
AX = Ax
1 rozwiazujac otrzymane uktady rownan w celu znalezienia sktadowych wektora.



Dla A; =0 dostajemy:
1 0 1|x X,
01 Ofx,|=0]x,|,
I 0 Ifx X,

czyli
x, +tx;=0
x, =0
x, +x;=0

Zatem x3 = —x; 1 x = 0. Mozemy zatem wybra¢ wektor
l
: Vi
0 | a po unormowaniu 0 .
-1 -1
Y

Analogicznie dla A; = 1 mamy

x, tx; =X
X, =X, .
X, tx; =X,
Musi by¢ zatem x; = x3 = 0 a x, mozemy wybra¢ dowolnie, np.
0
1.
0
Dla 7\3 =2

x, +x; =2x,
X, =2x,
X, +x; =2x,
Skqd X2 :O, X1 = X3, Np.
|
: S
0| apounormowaniu | 0 |.
1 1
)
Wykonujac mnozenie macierzy A przez wyznaczone wektory mozna sprawdzi¢, ze sa one
rzeczywiscie wektorami wlasnymi odpowiadajacymi wyznaczonym wartosciom wiasnym.

b) Iloczyny skalarne tych wektoréw sa rowne (uwaga: teraz indeks numeruje wektory):
x, X, =1//20+00-1//20=0
X, X, =00/42+10+00/+/2 =0
x, X, =1//20/2+0D+1/420-1/v2)=1/2-1/2=0

Zatem rzeczywiscie wektory sa ortogonalne.

¢) Zastosuymy wzory z p.1.10 z wyktadu.

Chcemy wyzerowac element z 1 wiersza i 3 kolumny réwny 1. Zatemp =1, g = 3.
Mamy dalej o= (6133 - an)/(26113) = (1—1)/(21) =0

Stadt=1lic=s= 1/4/2 orazt= 1/(1+\/§).



Obliczajac elementy macierzy po transformacji mamy zatem.
an=an-— ta;; = 1-1=0
as3=as +ta;z = 1+1=2
apz=az=0
oraz
a:21 = ajlz =dary — S(az3 + ’L'C’Zz]) =0- 1/\/5 (0+’C0) =0
an=an=ayp+ti(ant+ay)=0+1(0+0)=0
Stad juz po wykonaniu jednego kroku metody Jacobiego doprowadzili$my macierz do postaci
diagonalne;j:
0 00
010
0 0 2

1, jak wida¢, na przekatnej mamy wartosci wtasne obliczone wczes$niej w pkt. a).

3. Dane sa macierze

I 01 2 1 1
A=/0 0 O B=|1 0 -1].
I 01 1 -1 2

a) Sprawdz, ze macierze te sa hermitowskie i komutuja.

b) Wyznacz warto$ci 1 wektory wlasne macierzy B.

c¢) Sprawdz, ze macierz wektoréw wilasnych B diagonalizuje macierz A.

d) Co by byto, gdybysmy zaczgli od wyznaczenia wartosci 1 wektorow wilasnych A 1
sprobowali zastosowac te wektory do diagonalizacji B?

Rozwiazanie.
a) Macierze sa rzeczywiste, wobec czego hermitowskos¢ oznacza, ze sa symetryczne, co, jak

wida¢ na pierwszy rzut oka, jest spelnione.
Latwo tez sprawdzi¢, ze:

1 0 12 1 1 2 1 1)1 01 3 03
0 0 Oy1 O -I{=I O -110 O 0(=]0 O O].
1 0 1|1 -1 2 1 -1 2|1 0 1 3 03

Wobec faktu, ze macierze komutuja, maja one wspdlny uktad wektoréw wiasnych, ktorego
bedziemy poszukiwac.
b) Obliczamy wyznacznik macierzy
[2-2 1 1
1 -1 -1
|1 -1 2-A4
Stosujac znany schemat
2-1 1 1 2-4 1

1 -A -1/ 1 -

1 -1 2-A 1 -1
otrzymujemy wielomian charakterystyczny

A2 -1 =1+ A= (20— (2N =N +4)> 4L 2 +A -4+ =2 +4>-Lh—6




Miejsca zerowe tego wielomianu mozemy znalez¢ sprawdzajac dzielniki 6.
Mamy: (-1 +4(-1)* ~(-1) -6 =1 +4 +1 -6 =0
2’4422 -6=-8+16-2-6=0
-3’ +4-3% -3 -6 = -27 +36 -3 -6 =0
Zatem A =-1, =2, A3=23.
Dla 7\,1 =-1
2x, +x, +x; =—x;
X, —X; =X,
X, —X, +2x; = —x,
Dodajac stronami 2-gie i 3-cie rGwnanie po uporzadkowaniu mamy 2x; + 2x3 = 0, czyli
x3 = —x1. Po wstawieniu do roOwnania 2-giego mamy x; = —2Xx;.
Mozemy zatem wybra¢ wektor

X, —x, +2x; =2x,
skad x, + x3 =0 1 x; — x, =0, zatem x, = x; oraz x3 = —x».
Wybieramy wigc wektor

1

1
-1
Wreszcie dla A3 =3
2x, +x, +x; =3x,
X, —x; =3x,
x, —x, +2x; =3x,
Stad x; = x; + x3 a po wstawieniu do rOwnania 2 mamy x; = 3x,, wigc xp = 0 1x] = x3.

Dostajemy wigc wektor
1

0
1

Dostali$my zatem macierz C’, ktorej kolumnami sa wektory wlasne odpowiadajace kolejnym
wartosciom wlasnym.

1 1 1
C=-2 1 0.
-1 -1 1
Podobnie jak w zadaniu 1 nietrudno sprawdzi¢ obliczajac odpowiednie iloczyny, ze wektory
wlasne sa parami ortogonalne.



Po znormalizowaniu wektoréw dostajemy ortogonalna macierz wektoréw wtasnych

J6 B2

= —_2 1
C= 5 5 0
-1 -1 _1L
76 B2

c¢) Korzystajac z wyznaczonych wektorow wilasnych zdiagonalizujmy macierz A obliczajac
C'AC = C"AC (poniewaz C jest ortogonalna).

Mamy
+ % H[rot+ & H[& F Hfoo 2
5 5 cH[0 00 & 0l=[x & ~H[o0 0=
L 0 Lfroi1j-+ -L LI L 0o L]oo0 2
00 0
=10 0 0
00 2

Rzeczywiscie, macierz A zostata sprowadzona do postaci diagonalnej, a jej wartosciami
wlasnymi sg 2 oraz dwukrotnie zdegenerowana wartosc¢ 0.
Przez wymnozenie mozna sprawdzi¢, ze warto$ci wtasnej 2 odpowiada wektor wlasny

1

V2
0 |, pozostate dwa odpowiadaja wartosci wiasnej 0.

1

V2
d) Rozpoczynajac obliczenia od wyznaczenia wartosci 1 wektoréw wlasnych macierzy A
napotkalibySmy na problem zwiazany z degeneracja. Ot6z kazda kombinacja liniowa
wektorow wilasnych odpowiadajacych zdegenerowanej warto$ci wihasnej 0 jest wektorem
wilasnym macierzy A odpowiadajacym tej wartosci, ale nie kazda jest wektorem wlasnym
macierzy B.
Zreszta mozemy sprawdzic.
Wielomian charakterystyczny macierzy A dostajemy obliczajac wyznacznik macierzy

I-A4 0 1
0O -4 0
1 0 1-4
Wynosi on

MY = A A28 0+ L= A (h-2).

Jego miejsca zerowe daja znane nam juz wartosci wlasne 0, 01 2.
Szukajac wektorow wiasnych mamy dla A=2

x; +x; =2x,

0=2x,

X, +x; =2x,

skad x, = 0 oraz x; = x3 1 dostajemy znany nam juz z macierzy B wektor
1

2
0

1

NG
Dla A=0 mamy



x, +x;=0
0=0
x, +x;=0
Skad x3 = —x; a x, mozemy wybra¢ dowolnie. Zeby utworzyé dwa ortogonalne wektory
wezmy zatem (juz po unormowaniu)

1
+ 0

0 | oraz |1

1
+ 0

Nietrudno zobaczy¢, ze zaden z tych wektorow nie jest wektorem wlasnym B, natomiast ich
kombinacje

] 0 e

V2 NG
T2 s
N I I M
L V2 G

oraz

L] 0] [+
2 1
_0+_1:%
3. \/50 _ L
L V2 V3

juz sa (patrz punkt b) — ale gdyby$my najpierw nie znali rozwiazania dla macierzy B, nie
wiedzieliby$Smy, jakie wspdtczynniki kombinacji dobrac.

Zauwazmy jeszcze, ze kwadraty wspotczynnikow kombinacji w kazdym przypadku sumuja
si¢ do 1 — 1 bardzo dobrze, bo nie chcieliby$my straci¢ unormowania wektorow.

4. Rozwaz macierz

E vV
V. E,
(dwa oddzialujace poziomy energetyczne).
a) Wyprowadz wzor na warto$ci wtasne uktadu.

b) Przedyskutuj przypadek |E| — E>| — oo lub V' — 0.
c¢) Podaj wartosci i wektory wtasne dla £, = E, = E.

Rozwiazanie.

a) Wielomian charakterystyczny znajdujemy obliczajac wyznacznik macierzy

E -A V
V E, -1
rowny
(E\ =N (E2=N) = V*=N = NE| + E)) + E\E, - 1
Wyréznik otrzymanego tréjmianu wynosi
A= (Ei + E))’ — ME\E, — V) = (E1 — E))* + 4V
Miejsca zerowe wielomianu charakterystycznego dane sa zatem wzorem
_(E,+Ey) £\(E, —E,)* +4V*
1.2~
’ 2




b) gdy |E| — Ea| >> ¥ mozemy pomina¢ wyraz 47* pod pierwiastkiem i otrzymujemy
/112 :(E1+E2)i(El EZ)’Cth
’ 2
M=E;, M=E;
Gdy roznica migdzy elementami diagonalnymi jest bardzo duza w poréwnaniu z elementem
pozadiagonalnym, warto$ci wtasne daza do wartosci elementéw diagonalnych.
¢) Przyjmujac E| = E, = E dostajemy

2E 21V
/11,2 ==

=ExV

Sktadowe wektora wlasnego dla E + V dostajemy z uktadu rownan
Ex, +Vx, =(E+V)x,
{Vx1 +Ex, =(E+V)x,
prowadzacych do rdwnania x; = x;
Unormowanym wektorem wlasnym bgdzie wigc

a
V2
H
Dla E — V mamy
Ex, +Vx, =(E-V)x,
{Vxl +Ex, =(E-V)x,
skad dostajemy x; = —x; 1 wektor

1
-1 |
ﬁ

Whioski:

Dwa oddziatlujace stany ulegna rozszczepieniu. W przypadku, gdy wyjsciowe poziomy byty
zdegenerowane otrzymamy stan o energii £+J bedacy symetryczna kombinacja funkcji bazy
oraz antysymetryczny stan o energii E—V.

Gdy odleglo$¢ migdzy stanami jest duza w poréwnaniu do sprz¢zenia migdzy nimi, stany
wiasne uktadu przypominaja wyj$ciowe stany.

5. Wykorzystaj pakiet R lub programy jacobi.x , diag.x i mmult.x do sprawdzenia
wynikoéw poprzednich zadan.

Rozwiazanie
a) Obliczenia przy uzyciu pakietu R

W pakiecie R do konstrukcji wektora wykorzystujemy funkcje c() a do konstrukcji macierzy
funkcje matrix(). Zobaczymy ich dziatanie na przyktadach. Nalezy zwroci¢ uwagg, ze wektor
w zalezno$ci od kontekstu traktowany jest w R jak wektor wierszowy lub kolumnowy.

Skonstruujmy na przyktad dwa wektory: wl =[1,1,1]11 w2 =[1,0,1]:
(wl=c(1,1,1))

1111

(w2=c(1,0,1))

[1]101



Umieszczenie polecenia w nawiasach powoduje wyswietlenie konstruowanego wektora.

Obliczmy ich iloczyn skalarny
wl %*% w2

[1]
1] 2
Zwro¢ uwagg, ze operator mnozenia macierzowego w R zapisuje si¢ jako %*%.

Analogicznie mozemy skonstruowaé macierz:

(M = matrix(c(1,1,1,1,0,1,1,1,1),c(3,3),byrow=T))

(1] [2] [3]
] 1 1 1
2] 1 0 1
B3] 1 1 1

Pierwszy wektor c() przy konstrukcji macierzy zawiera jej elementy, drugi (u nas ¢(3,3) )
podaje wymiar (wiersze, kolumny). Parametr byrow=T okresla, ze elementy podawane sa
wierszami.

Mozemy teraz obliczy¢ iloczyny naszych wektoréw i macierzy.

M %*% wl

[1]
1] 3
2] 2
3] 3
wl %*% M
(1121 [.3]
1] 3 2 3

Zauwazmy, ze wektory byty traktowane jak wierszowe lub kolumnowe w zaleznosci od ich
polozenia w wyrazeniu.

Po tych wstepnych informacjach mozemy sprébowac sprawdzi¢ rozwiazania poprzednich
zadan.

Konstruujemy macierz z przyktadu 2 i diagonalizujemy przy pomocy funkcji eigen()

(A=matrix(c(1,0,1,0,1,0,1,0,1),c(3,3),byrow=T))
[1][2] [.3]

[1] 12 0 1

2] 0 1 O

3] 1 0 1

eigen(A)
$values
[1] 2.000000e+00 1.000000e+00 1.110223e-15

$vectors

LU L2l [3]
[1,]-0.7071068 0 0.7071068
[2,] 0.0000000 -1 0.0000000
[3,]-0.7071068 0-0.7071068



Poleceniem

(V=eigen(A)$vectors)

LU L2l [3]
[1,]-0.7071068 0 0.7071068
[2,] 0.0000000 -1 0.0000000
[3,] -0.7071068 0-0.7071068

tworzymy macierz V skladajaca si¢ z wektorow wlasnych macierzy A.
Przez [,n] odwotujemy si¢ do n-tej kolumny a przez [n,]  do n-tego wiersza macierzy.
Sprawdzamy wigc ortogonalno$¢ wektorow wiasnych:

V[,1] %*% V[,2]
(1]

1] O

V[,1] %*% V[,3]
[1]

1] O

V[,2] %*% V[,3]

[.1]
1] o

Podobnie konstruujemy macierze A i B z przyktadu 3

(A=matrix(c(1,0,1,0,0,0,1,0,1),c(3,3),byrow=T))
[1][2] [.3]

[1] 1 0 1

[2] 0 0O O

3] 1 0 1

(B=matrix(c(2,1,1,1,0,-1,1,-1,2),¢(3,3),byrow=T))
[1][2] [.3]

1] 2 1 1

2] 1 0 -1

8] 1 -1 2

1 mnozac sprawdzamy, ze komutuja:

A %*% B
(1] [2] [,3]
1] 3 0 3
2] 0 0 O
3] 3 0 3
B %*% A
(1] [2] [3]
1] 3 0 3
2] 0 0 O
3] 3 0 3

Obliczamy warto$ci 1 wektory wlasne macierzy B

eigen(B)
$values
1] 3 2-1

$vectors

L [21 [3]
[1,] 7.071068e-01 -0.5773503 0.4082483
[2,] -5.488773e-17 -0.5773503 -0.8164966
[3,] 7.071068e-01 0.5773503 -0.4082483



(C=eigen(B)$vectors)

L [2]  [3]
[1,] 7.071068e-01 -0.5773503 0.4082483
[2,] -5.488773e-17 -0.5773503 -0.8164966
[3,] 7.071068e-01 0.5773503 -0.4082483

Funkcja t() transponuje macierz, zatem w celu sprawdzenia, ze przy pomocy macierzy C
sprowadzimy macierz A do postaci diagonalnej wykonujemy mnozenie:

t(C) %*% A %*% C

(1] [2] [.3]
1] 2 0 O
2] 0 0 O
3] 0 0 O

b) Wykorzystanie programéw wykonujacych mnozenie i diagonalizacjg:

Pobierz ze strony:
http://www.chemia.uj.edu.pl/~eilmes/mnumch/

plik progl.zip

Rozpakuj plik poleceniem
unzip progl

W wyniku otrzymasz katalog mnumchl z przyktadowymi programami.
Skompiluj programy poleceniami:

gfortran —o mmult.x mmult.f90

gfortran —o jacobi.x jacobi.f

gfortran —o diag.x diag.f —llapack

gfortran —o huckel-c.x huckel-c.f —llapack

(Uwaga: na komputerze musi by¢ zainstalowany kompilator Fortranu oraz biblioteki BLAS 1
LAPACK).
Program mmult.x oblicza iloczyn dwu rzeczywistych macierzy AB. Dane zapisuje si¢ w
pliku mmult.inp  w nastgpujacej kolejnosci:

|_wierszy A, | kolumn_A

|_kolumn_B

macierz A zapisana wierszami
macierz B zapisana wierszami

Programy jacobi.x i diag.x  diagonalizuja kwadratowa, rzeczywista macierz
symetryczng (odpowiednio metoda Jacobiego lub QR). Dane dla obu programoéw zapisuje si¢
w pliku diag.inp  w kolejnosci:

stopie 1n_macierzy

dolny trojk at macierzy

(Mozesz zapisa¢ cata macierz wierszami, jesli jest to bardziej czytelne, ale program i tak
przeczyta tylko dolny trojkat).



6. Zastosuj diagonalizacj¢ macierzy do wyznaczenia metoda Hiickela orbitali molekularnych
© dla benzenu.

Rozwiazanie.

Analizujac opis metody Hiickela (np. A. Golgbiewski, Elementy mechaniki i chemii
kwantowej, rozdz.15.2) stwierdzamy, ze szukajac dla cyklicznego polienu o n atomach wegla
orbitali molekularnych jako kombinacji orbitali p, atomow wegla otrzymujemy macierz
efektywnego operatora energii jednoelektronowej w postaci:

_0’0 :80 0 o - 0 :80—
,30 a, ﬁo 0O - - 0
0 ,80 a, :80 U

0

0 0 . . B

_,80 0 - - 0 p, a, |

Macierz ta ma wymiar n X n, jej elementy diagonalne maja warto$¢ ap za$ element
pozadiagonalny z i-tego wiersza i j-kolumny jest rowny [, gdy atomy i i j sasiaduja ze soba;
w przeciwnym wypadku element ten jest rowny 0. Poniewaz w czasteczce atom i-ty sasiaduje
z atomami i-1 oraz i+1, wigc w wigkszoSci wierszy macierzy elementy [ sasiaduja z
diagonala (z wyjatkiem pierwszego i ostatniego wiersza, poniewaz atom 1 jest potaczony z n-
tym). Warto$ci ay i % sa parametrami empirycznymi.

W zasadzie moglibySmy poszuka¢ w literaturze wartosci elementow ap i [ i uzy¢ w
obliczeniach, wcale jednak nie rozjasnitoby to otrzymanego schematu poziomow
energetycznych.

Zwrdé¢my natomiast uwage na fakt, iz energia okre$lona jest z dokladnoscia do stalej
addytywnej. Dodanie do elementéw diagonalnych powyzszej macierzy jakiej$ statej wartosci
przesunie energie wszystkich poziomow o tg¢ warto§¢. Mozemy zatem umoéwic sig, ze Qo
przyjmujemy za zero energii (ktadac 0 jako warto$¢ tego elementu macierzowego). Z kolei
mozemy przyjac, ze energie wyrazamy w jednostkach 4 (czyli 4 = 1). Wtedy nasza macierz
ma postac:

0 0 0
0 1 0 0

0 10
' .0

0 S
10 - 0 1 0

Pamigta¢ tylko musimy, ze jesli energi¢ orbitalu obliczymy jako E, to po powrocie do
oryginalnych jednostek jest to ayp + Ef .



W szczegolnosci dla benzenu otrzymamy macierz 6 X 6.

01 0001
1 01 00O
01 0100
001 010
0 001 01
1 00010

Energie orbitali molekularnych otrzymamy jako warto$ci wlasne tej macierzy, a wektory
wlasne dadza nam wspodtczynniki kombinacji orbitali atomowych.
Do diagonalizacji mozemy wykorzysta¢ pakiet R lub programy diag.x lub jacobi.x
Mozemy sprawdzié, ze otrzymamy ten sam zestaw warto$ci wlasnych:

-2,-1,-1,1, 1,2 (tzn. ay 2L, ao— [, ... w oryginalnych jednostkach)
oraz takie same (z doktadnoscia do znaku) wektory wlasne dla stanow niezdegenerowanych.
Wspotczynniki dla niezdegenerowanych wartos$ci wtasnych moga r6zni¢ si¢ znakiem — co nie
powinno nas specjalnie dziwié, poniewaz jesli x jest wektorem wiasnym, to —x tez.
Natomiast wektory wtasne dla stanow zdegenerowanych roznia si¢ bardziej, poniewaz rézne
programy znalazty rézne kombinacje wektoréw (z ktorych kazda oczywiscie jest wektorem
wlasnym).
Wyjasnijmy jeszcze, ze o jest ujemne, zatem poziom ag + 2y ma najnizsza energi¢ a ap — 2/
najwyzsza.

W szczego6lnosci w pakiecie R rozwiazanie dla benzenu znajdujemy wydajac polecenia:

(C6=matrix(c(0,1,0,0,0,1,

1,0,1,0,0,0,

0,1,0,1,0,0,

0,0,1,0,1,0,

0,0,0,1,0,1,

1,0,0,0,1,0),c(6,6),byrow=T))
L1121 3] [4] 51 [.6

RPOPRPOOO

]

1
0
0
0
1
0

SUIRWGNE
POOORrO
[cNeoNol —NoN
OOoORrOoORrOo
OrOoORr oo

eigen(C6)
$values
[1]211-1-1-2

$vectors
(1 2 [,3] [ 4] [5]  [6]

[1,]-0.4082483 0.5773503 0.000000e+00 0.000000e +00 -0.5773503 0.4082483
[2,] -0.4082483 0.2886751 -5.000000e-01 5.000000e -01 0.2886751 -0.4082483
[3,] -0.4082483 -0.2886751 -5.000000e-01 -5.000000e -01 0.2886751 0.4082483
[4,] -0.4082483 -0.5773503 -5.551115e-17 5.551115e -17 -0.5773503 -0.4082483
[5,] -0.4082483 -0.2886751 5.000000e-01 5.000000e -01 0.2886751 0.4082483
[6,] -0.4082483 0.2886751 5.000000e-01 -5.000000e -01 0.2886751 -0.4082483

Zwro¢ uwagg, w jaki sposob rozbiliSmy wpisywana macierz na wiersze (pakiet R begdzie
zaznaczat kontynuacj¢ znakiem + na poczatku wiersza).

Analogicznie mozna znalez¢ orbitale molekularne dla czasteczek o innej liczbie atomow
wegla.



Program huckel-c.x  konstruuje i diagonalizuje macierz dla zadanego »n podajac w wyniku
energie 1 wektory wiasne.

Zauwazmy jeszcze, ze we wszystkich przypadkach (zadania 1-5):
— Suma warto$ci wtasnych kazdej macierzy byta réwna sumie jej elementow diagonalnych, co
wynika z zachowywania §ladu przy przeksztatceniu podobienstwa.
— Dla kazdej macierzy wszystkie warto$ci wlasne zawieraja si¢ w sumie n przedziatow
okreslonych nastgpujaco:

<aj—ry, a;tr> gdzier; = Z‘aij‘

J#i

Wynika to z tzw. twierdzenia Gerszgorina (zastosowanego do rzeczywiste] macierzy
symetrycznej).



