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Atom wodoru

W uktadzie §rodka mas réwnanie Schrodingera dla atomu wodoru i jonéw wodoropodobnych ma postac:

(Lavrh=Ey [W.3.84]
gdzie:
V=-Z [W.3.85]

A - operator Laplace’a zdefiniowany wzorem [W.3.71]
Sferycznie symetryczny potencjal w réwnaniu [W.3.84] umozliwia rozdzielenie w nim zmiennych; funkcje
mozna zapisa¢ w postaci iloczynu:

Yoim (}", ‘99 ¢)) = Rnl (r)Ylm (‘99 ¢)) [W386]
Funkcjami Y wystepujacymi we wzorze [W.3.86] sa funkcje kuliste zdefiniowane wzorami [W.3.75-77]. Z

przyczyn zwyczajowych zastgpujemy wystgpujace w nich liczby kwantowe J i M liczbami kwantowymi / i m
(Y —Y1 )
Funkcja R(r)- tzw. funkcja radialna— jest zdefiniowana nastgpujaco:

Ry =Ny zfe 7 pli - 2142 2z) [W.3.87]

0

gdzie:
n- gtéwna liczba kwantowa (n=1,2,3...)
[- poboczna (orbitalna) liczba kwantowa (/= 0,1,2....n-1)

_ 1 (n+l)! (2_2)3/2
Ny = Qi+ 2n(n=i-1)! \na,

[W.3.88]

F(a,b;x) to zwyrodniata funkcja hipergeometryczna zdefiniowana wzorem:

. _ a(a+l) _2 a(a+)(a+2) _3
Fa,b;x) =1+ 45X+ 55557 X +55mmma X+ [W.3.89]

W interesujacym nas przypadku tj. F (l —n+1; 21+2; M) funkcja ta jest wielomianem stopnia n-/-1 zmiennej 24

na, nay °

Energia wlasna atomu wodoru (i jonéw wodoropodobnych) jest kwantowana tylko przez liczbg kwantowa n:

uzet
E,=- W.3.90a
2n*n? [ :
Wzér ten w jednostkach atomowych przyjmuje postac:
ZZ
E, =——— W.3.90b
e [ ]

Funkcje v, sa rownoczes$nie funkcjami wltasnymi hamiltonianu, kwadratu momentu pedu i sktadowej zetowej
momentu pedu:

[:IWnlm :Eanlm [W391]
le//nlm = l(l + l)hzl//nlm [W392]
Mnglm =mh Y nim [W393]

Prawdopodobienstwo napotkania elektronu w elemencie dv mozna zapisac¢ jako:

dP(r,8,0) = RL(r) | Y, (9,0) |* r* sin Idrd 9d ¢ [W.3.94]
Scatkowanie powyzszego wyrazenia po wspotrzednych 9 i ¢ daje:

dP(r) = R (r)r*dr [W.3.95]

W takim razie radialna (czyli zalezna tylko od zmiennej r) gestos¢ prawdopodobienstwa to:

p(r) =" = R (r)r? [W.3.96]



Przyktad 6

1. Znajdz jawne postaci orbitali 3p; i 3p.; dla atomu wodoru.

2. Utwérz z powyzszych funkcji odpowiednie orbitalne rzeczywiste.

3. Ktoére z wymienionych wielkosci fizycznych: energia, kwadrat momentu pgdu, sktadowa zetowa momentu pedu
nie sa ostro zadane w stanach opisanych orbitalami 3p;, 3p.; i orbitalami wyprowadzonymi w punkcie 2.

4. Oblicz wartos¢ a) srednia, b) najbardziej prawdopodobna odleglosci elektronu znajdujacego si¢ na orbitalu 3py
od jadra.

Ad.1

Orbitale 3p; i 3p.; (czyli w5, 1 w5, ) mozemy (wzor [W.3.86]) zapisa¢ w postaci:

V311(r,3,0) = Ry (1)1, (4, 9) [3.6.1a]
V312 (r,8,0) = Ry, ()Y (4, 9) [3.6.1D]

Funkcja Rj3(r) przyjmie (wzor [W.3.87]) postac:

Ry (r) = Ngl(”)?/ “"F( 4; ) [3.6.2a]
edzie: Ny, =42 (3§0)’/2 :%(ﬁ)” [3.6.2b]
P42 =1-4 3.6.2¢]

W takim razie:

Ry(r) =1 (3%)”2(3 )e/ “ (1= glf(ao)s (6 - r)e%“o [3.6.2d]

Postaci funkcji Y},(3,¢) oraz Y, ,(9,9) zostaly wyprowadzone w przyktadzie 5 (wzory [3.5.8a] i [3.5.8b]):

Y1 (8.0) = 4 5 sin 5’ [3.5.8a]

Y (8 9) = \/7smn9e " [3.5.8b]
Ostatecznie zatem:

3p, = W(ﬂ—O)S/Z r(6—-=L )e /“0 1x/751n19€”/J = 3s (—)S/Zr(6 L )e /”0 sin Je'? [3.6.3a]

3p :ﬁ(;—o)surw—i)e T %\/%singe_i‘” =ﬁ(;—0)5/2r(6 L)e A sin e ™"? [3.6.3b]

Ad.2
Orbitalami rzeczywistymi begda kombinacje liniowe podanych orbitali zespolonych 3p; i 3p., o postaci:
N'(3p,+3p_) 1 N"Bp, —3p_,) gdzie N’ i N sa statymi normujacymi odpowiednia kombinacje.

Taka posta¢ orbitali rzeczywistych wynika ze wzorow Eulera:
e"? 4¢P =2 cos(me) [3.6.4a]
e™? —e™M? = 2jsin(me) [3.6.4b]
Stosujac je w naszym przypadku mamy:
—)Szr(6 L )e /“0 sing(e” +e¥)=N' 1f( /2(6 r)e /““rsmSCOS(p

81f (ao
[3.6.5]

Stata normalizujaca kombinacji (N’) jest rowna f(poréwnaj: Przyktad 1, punkt 5a). Unormowana, rzeczywista

N'Gpy+3p)=N'—F+

funkcj¢ o podanej nizej postaci oznaczymy jako orbital 3p, (W nawiazaniu do wspoétrzednych sferycznych, w
ktorych mamy x = rsin 9cosg ).

3p f(3p1 +3p_ 1)—m(a0 (6- ’)e_/“0r51n9cos¢ [3.6.6]
Analoglcznle.
( )5 r(6— ’)e_/a0 sind(e’” —e?)= N'-2- (—)5/2( - ’)e /”0r51n951n(/)

N"Gp,=3p)=N"—L— 2=
[3.6.7]

81&



Aby utworzony orbital byt unormowanym orbitalem rzeczywistym: N"= —ﬁ
Unormowana, rzeczywista funkcj¢ o podanej nizej postaci oznaczymy jako orbital 3p, (we wspotrzednych
sferycznych y = rsin9sing).

30, =450 -30-0= 3 (] Y- e rsinsing [3.68]

Ad.3

Aby moc okreslic warto$¢ energii, kwadratu momentu pedu i skltadowej zetowej momentu pgdu dla elektronu
znajdujacego si¢ na danym orbitalu musimy zna¢ warto$ci liczb kwantowych- odpowiednio n, /i m [wzory W.3.90-
94].

Zestawy liczb kwantowych charakteryzujacych orbitale 3p;, 3p.;, 3px 1 3py podano w ponizszej tabeli

orbital | n |1 m
3p_1 3 1 -1
3px 3 1 *
3py 3 1 *

Dla kazdego z interesujacych nas orbitali mozemy okresli¢ wartosci liczb n 1/, a co za tym idzie wartosci energii i
kwadratu momentu pedu znajdujacych si¢ na nich elektronéw. Warto§¢ magnetycznej liczby kwantowej m jest
jednoznacznie okreslona tylko dla orbitali 3p; i 3p.;, a zatem dla znajdujacych si¢ na nich elektronéw mozemy
okresli¢ warto$¢ sktadowej zetowej momentu pedu.

Ad4

Wartos$¢ $rednia (poréwnaj wzor [W.3.3]) odlegtosci elektronu znajdujacego si¢ na orbitalu 3p, od jadra opisana
jest wzorem:

F:<3px |r|3px> [3.6.9]

W takim razie:

o 2r

_=II Jﬁ(;—o)y - e /””rs1n9005g0 r81jﬂ% /2(6 e /“°r51n3005(0 7 sin 9drd 9d g =
000
o 721w or Vg 27
= (a )SI'[I( - ’) re “" sin® Ycos? ¢ drd9de = 6561;;(%)5"‘(6 ’)zrse A””drj.sin3 96119.[0052 odp =12,5a,
000 0 0
3.6.10]
jsin3 9d9=11 [3.6.11a]
0
27
j cos? pdg = [3.6.11b]
I(6 2% Va0 g = 30754 687548 [3.6.11c]

Powyzsze obliczenia mozna uprosci¢ biorac pod uwagg, ze funkcje mozna rozbi¢ na cze$¢ radialng (zalezng od
interesujacej nas zmiennej ,,7”’) 1 ,.katowa” (zalezna od zmiennych & i ¢ ). Kazda z tych funkcji z osobna musi by¢

unormowana.
Mamy zatem:
w072 w072 Vq 271'
7= j j J' 3p, r3p, r’sin9drd9de = j j J' Ryy ("] (1 (8.0 1 sin Sdrd Sdp = j R31(r)r3drj J' Y/ (8.0)) sind9dg
000 000
[3.6.12]
Poniewaz, z warunku unormowania, druga catka musi by¢ réwna jednosci to:
=_ T R2 3
r=| Ry (r)ridr [3.6.13]
0



Wstawiajac postac funkcji Rz, () mamy:

) 0 2 0 oy

_ /2 . "

F= [ R (rar= | (ﬁ(%f r(6-L)e /%J Pdr = (:—0)5_[(6—%)% TSy s 30754.687505 =125,
0

0 0
[3.6.14]
Radialng gesto$¢ prawdopodobienstwa (wzor [W.3.96]) mozna w naszym przypadku zapisa¢ jako:
p(r) = R (r)r? [3.6.15]
Po wstawieniu jawnej postaci funkcji R;;(r) otrzymujemy
—r 2 =27, =2,
pr) = [81 J6 ( )5 r(6-20)e Aao] rt= 613 (t)sm_ﬁ)ze Au0r4 = C(6—é)2”4€ /o [3.6.15a]
gdzie C =753 (L)S
Naszym celem jest znalezienie maksimum rozktadu gestosci danego wzorem [3.6.15a]:
2 27 3 =27, 3 2 3
p'(r) = C2(6r7 ——)(12r—3—) Vi ~ 2 (e -y Sy ce a (6>~ y2ar 18, 2L) =
a, a, 3a, a, ag ag 3a0
= / Sa, 18 272 3.6.16
=Ce (6~ 24-——+ ) [3.6.16]
ag ag a
Miegjsca zerowe funkcji p'(r) to:
P (1=0<r=0 lub r=6a,lubr = %ao lubr= %ao [3.6.17]
a jej maksima globalne przypadaja dla
_ 27—125ﬁ agir= 27+125«E ay [3.6.18]



Zadania do samodzielnego rozwiazania:

Zadanie 8

Funkcja falowa elektronu na orbitalu 1s atomu wodoru ma postac:

Y(r,9,¢9)=Nexp(-r)

gdzie r, 9,90 oznaczaja odpowiednie wspotrzene sferyczne, przy czym promien r liczony jest w jednostkach

bezwymiarowych.

1.

Znalez¢ warto$¢ statej normujacej N.

2. Obliczy¢ gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia elektronu w punkcie r»=1; $=0,2; ¢=0,5.
3. Obliczy¢ prawdopodobienstwo znalezienia elektronu na zewnatrz sfery o promieniu r=1.
4. Naszkicowa¢ wykres zaleznosci radialej gestosci prawdopodobienstwa o od 7.
5. Obliczy¢ $rednig warto$¢ odleglosci elektronu od jadra.
Zadanie 9
Orbitale 3d, i 3d_; mozna zapisa¢ w postaci iloczynu ich czgsci radialnej i katowe;.
1. Wygenerowac¢ radialna czegs¢ funkcji 3d, 1 3d.,
2. Wygenerowa¢ funkcje wlasne kwadratu momentu pedu i jego sktadowej zetowej potrzebne do zapisania
jawnej postaci funkcji 3d; 1 3d;
3. Zapisaé jawne postaci orbitali 3d, i 3d.,.
4. Zapisa¢ jawne postaci orbitali rzeczywistych 3d,, i 3dx2—y2 , ktore mozna utworzy¢ z orbitali 3d, 1 3d.,.
5. Okresli¢, jakie wartosci energii, kwadratu momentu pedu, sktadowej zetowej momentu pgdu mozna

uzyska¢ w wyniku pojedynczego pomiaru tych wielkosci dla elektronu znajdujacego si¢ na orbitalu:
= (2 €1
§=y23d, +53d .,



Przyktad 7

Czasteczka wodoru jest zamknigta w sze§ciennym pudle o rozmiarach makroskopowych.

Znalez¢ jej stany wlasne, traktujac czasteczke

1. Jako punkt materialny, poruszajacy si¢ swobodnie w granicach pudia

2. Jako rotator sztywny o swobodnej osi obrotu, poruszajacy si¢ swobodnie w granicach pudia

3. Jako rotator o swobodnej osi obrotu, poruszajacy si¢ swobodnie w granicach pudta, przy czym ruch atomow
wzdhuz osi wigzania nalezy potraktowac jako drgania harmoniczne o matej amplitudzie.

Ad.1

Zgodnie z warunkami zadania czasteczk¢ wodoru nalezy potraktowa¢ jako punkt materialny poruszajacy sig
wewnatrz szesciennego pudta potencjatu.

Hamiltonian naszej czasteczki wodoru (w uktadzie srodka mas) zapiszemy zatem (poréwnaj wzér [W.3.31]) jako:

__n(d* 4> 4 _ _
HCZ——W(F-F?-FEJ——W s [371]
gdzie M=2m

a m oznacza mas¢ atomu wodoru.
Taki uktad byt juz rozwazany w przyktadzie 3; funkcje wlasne i energie wiasne czasteczki wodoru znajdujacej si¢ w
szesciennym pudle potencjatu o krawedzi / dane sa (wyprowadzonymi wczesniej) wzorami [3.3.1]1 [3.3.2]:

g - onm .onw .o
y/nxnynz(x,y,z)— /Fsm—l X -sin—r—y-sin—-z [3.3.1]

(o2 n2en?) 13.3.2]

nunyn,

T smi?

Ad.2

Ruch czasteczki wodoru w opisanych warunkach bedzie ztozeniem jej ruchu translacyjnego (model: czastka w
pudle potencjatu) i ruchu obrotowego (model: rotator sztywny)

Hamiltonian takiego uktadu mozemy zatem zapisa¢ w postaci sumy dwoch komutujacych cztondéw (kazdy z nich
dziata na inne zmienne):

H=H ezt H rot

gdzie H ., bedzie czgscia hamiltonianu zwiazana z ruchem translacyjnym, a H,,, czg$cia hamiltonianu zwiazang z
ruchem rotacyjnym czasteczki wodoru znajdujacej si¢ w opisanych warunkach.

Pierwsza cz¢s$¢ (zalezna od wspotrzednych srodka masy czasteczki x,y,z) ma posta¢ opisana wzorem [3.7.1], druga
czes¢ (zalezna od katow 9 1 ¢) jest identyczna jak we wzorze [W.3.73]

B[ 1 . 0gngo 4 1 &
H,, = 21(sin9 agSind g5+ — awzj [3.7.2]

W takim razie

__n(d  d 4\ 1 .8 gGngd 1 &
H=—f(Lvdr ) -5y Fsin s+ Ty [3.7.3]

Vot (51, 2,9:0) =W,y 0 (%,9,2)Y 7 (5,00) [3.7.4]
gdzie

Vonn, (X5 3,2) - funkcje wlasne czasteczki wodoru traktowanej jako czastka w szesciennym pudle potencjatu dane
wzorem [3.3.1],

Y} (9, ¢) -funkcje whasne czasteczki wodoru traktowanej jako rotator sztywny dane wzorami [W.3.75-79].
Energia naszego uktadu bedzie suma energii czasteczki wodoru wynikajacej z obu rodzajow ruchu:

E=E,+E,, [3.7.5]
czyli (wzory [3.3.2]i [W.3.81])

E=(nd4n) 40l ]+ 4200 +1) [3.7.6]
Ad.3

Ruch czasteczki wodoru w opisanych warunkach bedzie w przyblizeniu ztozeniem jej ruchu translacyjnego (model:
czastka w pudle potencjalu), ruchu obrotowego (model: rotator sztywny) i ruchu osylacyjnego (model: oscylator
harmoniczny). Zakladajac brak sprz¢zenia pomig¢dzy ruchem oscylacyjnym i rotacyjnym (drgania a malej
amplitudzie) mamy:

H=H_ ,+H, +H,

rot



gdzie H.. i H,,, dane sa wzorami [3.3.1]1[3.7.2], a H,,. mozemy zapisa¢ (poréwnaj wzor [W.3.43]) jako:
=LAy 1pr?
2

osc 2u 42
l//nxnynZ,J,M,v (xa Vs 2, ‘99 ®, Q) = l//nxnynz (xa Y, Z)YA‘; ('99 (D)l//v (Q)
gdzie

a y,(0) to funkcje wlasne oscylatora harmonicznego
,Q2
v, (Q)=N,e KHV(Q)
mk
0=4 th

N, 1 H, sa zdefiniowane wzorami [W.3.47] i [W.3.48].



